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SSM perspektiv

Bakgrund

SSM bedomer i tillsynen avancerade datorberidkningar relaterade till drift av
kdrnkraftverk, utférda av extern part. Inom kirnkraft kan experimentella under-
sokningar vara olampliga. Berdkningar blir darfor ofta det enda alternativet att
undersoka mojliga konsekvenser av planerade forandringar. Berdkningsmodeller
innehaller emellertid normalt ett flertal mer eller mindre grova approximationer
och antaganden, vilka orsakar beridkningsfel.

Mojliga berikningsfel kan tas i beaktande med generella antaganden om berik-
ningsmodellens osidkerheter. Metoder for osidkerhetskvantifiering 6verfor dessa
osikerheter till uppskattade osidkerheter i de beridknade resultaten. For matningar
kallas motsvarande mitosikerhet, omfattande mitinstrumentfel men dven experi-
mentella begrinsningar. Overensstimmelse betyder att osikerhetsintervallen for
berdkningen och maétresultatet 6verlappar.

En svaghet med osikerhetskvantifiering dr att den baseras pa antaganden om
modellens parametrar. Dessa kan dock bestimmas indirekt genom att modellen
och dess osiikerhet justeras for biasta 6verensstimmelse med mitresultat, for ett
kalibreringsexperiment. Den erhéllna optimerade berdkningsmodellen antas sedan
ge bista mojliga forutsigelser.

Projektet foreslar tva nya metoder for modellkalibrering. Bada bygger pa iterativ
kalibrering med deterministiska ensembler. Medan metod 1 baseras pa etablerad
s.k. maximum likelihood-teknik foreslar metod 2 ett helt nytt koncept som ocksa
baseras pa en annan tolkning av rapporterad osdkerhet. Metod 1 kriver fullstandig
information for kalibreringsdata, medan metod 2 anvinder tillgdnglig information.
Tveksamma antaganden som krévs f6r metod 1 kan ofta helt undvikas med metod
2. Modellosdkerheten blir betydligt hogre for metod 2 &@n f6r metod 1, som i regel
blir alldeles for lag.

De tva kalibreringsmetoderna utvecklades f6r ett antal enkla testmodeller. Kalibe-
ringsmetoderna testades sedan for en realistisk CFD- (computational fluid dyna-
mics) modell, for att bestimma den stromningshastighet som tidigare definierats
av ett jaimforelse- eller s.k. benchmarkprojekt féreslaget av OECD. Kalibrerings-
data framtogs for detta s.k. GEMIX (GEneric MIXing) experiment vid Paul Scherrer
Institute i Schweiz.

Syfte

Tidigare har SSM anvint deterministisk sampling for osikerhetskvantifiering. SSMs
overgripande mal dr att fa ett exempel pa hur deterministisk sampling kan anvin-
das i en metod for modellkalibrering. Syftet dr ocksa att konkret pavisa nyttan med
kalibrering for en given beridkningsmodell och ett specifikt kalibreringsexperiment,
fran ett storre OECD jamforelseprojekt med SSMs deltagande

Resultat

Den principiella skillnaden mellan metoderna d&r om modellen antas vara sann
(metod 1) eller om kalibreringsdata far avgora i vilken utstrickning den &r kor
rekt (metod 2). Modellens osidkerhet beskrivs foljaktligen pa olika sdtt, som “osa-
kerhet for bista skattning” (metod 1) eller “bista representation av osidkerhet for
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kalibreringsdata”. Kalibreringen av CFD-modellen gav marginella forbattringar av
det forvintade resultatet. Daremot korrigerades osidkerheten desto mer. Modellen
klarade validering efter kalibrering med metod 2, men blev underkind med metod
1. Optimeringen av berikningsmodellen begrinsades alltsa huvudsakligen till dess
osdkerhet.

Behov av ytterligare forskning

Medan metod 1 baserad pa traditionell kalibreringsmetodik inte fériandrats under
projektet, sa har metod 2 genomgatt ett flertal storre justeringar. Dessa har fram-
forallt adresserat konvergens vid iteration. Eftersom metod 2 ger 6verlidgset storst
chanser for en given modell att bli godkind, kan vidare studier och utveckling av
metod 2, som ger optimal representation genom iterativ s.k. stratifiering och anne-
aling, anses ha stort alternativt mycket stort virde. Konsekvent anvindning av kali-
brering med metod 2 kan utveckla framtida berikningsmetodik mot mindre grad av
spekulation i forutsiattningar. Dirmed ge hogre troviardighet for de berdkningsre-
sultat som SSM ibland anviander vid beslutsfattande. Berdkningens forvantade kva-
litet blir med metod 2 direkt avspeglad i dess berdknade osidkerhet i kontrast mot
metod 1 var osdkerhet relaterar till skattningen av berdkningsmodellen och inte
kvaliteten pa dess forutsigelser.

Projekt information
Kontaktperson SSM: Peter Hedberg
Referens: SSM 2016-2851
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Sammanfattning

En berakningsmodell utgérs huvudsakligen av tva komponenter, ekvationer samt varden
pa parametrar och forutsattningar. Kalibrering syftar till att justera, eller optimera dessa
varden s att modellresultat och méatresultat for ett specifikt kaliberingsexperiment
overensstammer sa bra som majligt. Dessutom bor en osékerhet for anpassningen
bestdmmas. Avsikten med kalibrering dr att kunna ersdtta experiment med systematiskt
kontrollerade och optimerade berakningar, vilket pA manga satt kan vara fordelaktigt. Det
géller i synnerhet inom karnkraft dar t.ex. kritiska driftsituationer inte bér undersdkas
experimentellt eller tester kan vara mycket kostsamma.

Inom projektet har tva helt olika kalibreringsmetoder utvecklats. Metod 1 baseras pa
traditionell maximum likelihood skattning. Metod 2 representerar kalibreringsdata med
berakningsmodellen. Brist pa information 6kar modellens osakerhet (metod 2), eller
kréver gissning av det som saknas (metod 1). Ett antal enkla testmodeller har anvénts for
att studera metodernas egenskaper. Bada metoder har visat sig fungera tillfredsstéllande
utifran deras inneboende begransningar.

Kalibreringsmetoderna har &ven tillampats for att bestdmma vatskestromningshastighet
med en realistisk CFD- (computational fluid dynamics) modell. Fragestallningen harror
fran ett OECD jamforelseprojekt, med kalibreringsdata framtagna vid Paul Scherrer
Institute i Schweiz med ett GEMIX (GEneric MIXing) experiment. Nyttan med
kalibrering befanns emellertid vara begransad i detta fall, eftersom det systematiska
modellfelet dominerade. Kalibreringen justerade framforallt osakerheten for metod 2 sa att
modellen klarade en validering. Daremot resulterade metod 1 i underkénd modell.

En helt ny kalibreringsmetodik, liknande foreslagen metod 2, kan saledes kravas for att
kalibrering ska kunna bli ett skarpt instument for att optimera avancerade
berakningsmodeller. Den éverdrivet sjalvsékra berdkningsmodell som den mer
traditionella kalibreringsmetoden 1 ger, illustrerar med all tydlighet den gamla sanningen:

Att vara saker ar inte alls detsamma som att ha ratt.
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Syfte

Avsikten med aktuellt forskningsuppdrag dr att sprida etablerade och utveckla nya
metoder for trovardig kalibrering av beréakningsmodeller. | synnerhet komplexa och stora
modeller. Férhoppningen &r att optimera modeller med kalibrering for att ge battre
forutsdgelser. Metoder for basta skattning av modellparametrar ska undersékas.
Framforallt &r deras osékerheter och beroenden av intresse.

Projektet syftar ocksa specifikt pa kalibrering av en vald vatskedynamisk CFD-
(computational fluid dynamics) s.k. ‘k-epsilon’ modell, som anvants for att studera ett
mixningsproblem definierat i ett jamforelseprojekt (‘benchmark’) foreslaget av OECD [1].

Forutsattningar

Resurs for berakning av CFD-modell med givna parametrar tillhandahalls av
Stralsakerhetsmyndigheten. Kalibreringsdata fran motsvarande fysiska (GEMIX)
experiment att kalibrera berdkningsmodellen mot finns tillgdngliga inom OECD-projektet
[1], liksom valideringsdata for att kontrollera den kalibrerade modellen.

Bakgrund

Aktuellt kalibreringsprojekt ar en efterfoljare till det foregaende SSM-projektet
“Modellosékerhet i berédkningar”, utfort 2014-2015 [2]. Det adresserade
osakerhetskvantifiering med givna modeller och osdkerheter, med anvandning av Wilks
metod [3] och olika varianter av foreslagen deterministisk sampling [4]. Deterministisk
sampling utdkas med detta projekt till att &ven omfatta omvénd, eller invers
osakerhetskvantifiering [5], dvs bestamning av modeller och osakerheter utifran
kalibreringsdata fran kontrollerade experiment. En skillnad mellan projekten &r att i detta
projekt adresseras en bestamd berékningsmodell for vatskestromning, med givna
kalibreringsdata fran GEMIX (GEneral MIX) experiment utforda vid Paul Scherrer
Institutet i Schweiz.

Medan den naturliga mattstocken i foregdende projekt var slumpad (eng. ‘random’)
sampling, ar konventionell maximum likelihood skattning med linjariserade modeller
[6][7] utgdngspunkten for detta uppdrag. Problemen med samplingsvarians [8] som &r
centrala for Wilks metod [3] och andra slumpade samplingstekniker [9] kommer ej att
behandlas har eftersom det inte finns nagot motsvarande for deterministiska ensembler. En
komplex aspekt &r tolkningen av modellosakerhet och vad som paverkar dess storlek.

Generellt erhalls mycket sma osakerheter med konventionell skattningsmetodik, som
dessutom kraver forsumbara systematiska fel i forhallande till matosakerheten for
kalibreringsdata — nagot som ofta inte ar uppfyllt i praktiken. Denna fraga ar darfor allt
annat an filosofisk, eftersom ett for litet osdkerhetsintervall ger en alltfor “sjalvsaker’
modell som l6per mycket hog risk att forkastas, dvs ogiltigforklaras vid validering.
Tolkningen blir darfor bokstavligen en existensiell fraga for modellen. Hur en trovérdig
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och rimlig men inte 6verdrivet hog modellosakerhet kan identifieras fran osakra
kalibreringsdata ar darfor den viktigaste fragan att besvara i detta arbete. Det ar
formodligen inte hur bra den bésta skattningen ar som ar huvudfragan. Basta skattning har
namligen ingen annan tolkning &n att den minimerar det forvantade modellfelet utifran en
given vald norm, mer eller mindre oberoende av identifieringsmetod.

Ifall algoritmeffektiviteten var avgérande for direkt osékerhetskvantifiering i féregaende
projekt, sa galler det i &nnu hogre utstrackning for modellkalibrering (denna studie).
Faktum ar att for de flesta etablerade metoder sa gar det inte ens att genomféra en
modellkalibrering 6verhuvudtaget, utan omfattande och drastiska férenklingar av modeller
och forutsattningar. Den etablerade metodiken baserad pa statistisk skattning ma vara
begriplig och naturlig pa4 manga satt men lider av en stor nackdel som sallan eller aldrig
diskuteras: Den kraver fullstandig information, nagot vi i princip aldrig har. Det blir
darfor mer an en uppmuntran till att fylla alla kunskapsluckor med mer eller mindre
tvivelaktiga antaganden, det blir ett krav. Antaganden kan tyckas enkla att bortférklara
med att det handlar om var upplevda kunskap (eng. state-of-belief) enligt Bayesiansk
formalism [10], vilket gor att vi maste tillatas att mer eller fritt beskriva den. Hur vi
rattfardigar antaganden spelar dock ingen som helst roll om vi faktiskt har helt fel. Var
upplevelse kan t.ex. vara att var planet ar helt plan. Det orimliga i denna ‘upplevelse’
sanker ovillkorligen var formaga att forsta omvarlden, precis som en skev uppfattning om
kalibreringsdata reducerar den kalibrerade modellens formaga att forutsaga resultat for
andra situationer an den undersokta (vid kalibreringen).

Istallet for att krava mer kunskap sa bor vi snarast respektera var okunskap och paketera
den som tvetydighet. Det ger oss mindre information och darmed mer osékerhet i var
inferens. Tvetydighet (eng. ambiguity) [11] kommer alltsa dven i detta projekt att fa en
central betydelse. | detta fall ar dess ursprung att var information om kalibreringsdata ar
ofullstandig eller oséker. Exempelvis vet vi oftast ej hur métfel sam-varierar statistiskt.
Oavsett vad vi forestéller oss eller tror, s resulterar det i en faktisk osakerhet pa allt som
senare forutsags med den kalibrerade modellen. Det &r vart aktiva val om vi (som vanligt)
valjer att ignorera den med specifika antaganden. Gissar vi information &r risken uppenbar
att vi helt slumpmassigt reducerar modellosakerheten. Modellen blir darmed alltfor
sjalvsaker (eng. overconfident). Alltfor hdg sjalvsakerhet brukar i regel leda till katastrof,
sa aven i detta fall. Denna osakerhet for beraknad osékerhet benamns har ‘tvetydighet’.
Den specialstuderas i detta projekt utifran de tamligen I6sa antaganden som normalt gors,
med syfte att se hur det paverkar modellosékerheten och darmed storleken pa osékerheten
for framtida forutsagelser. Tvetydigheten kan i princip respekteras genom att helt undvika
tveksamma antaganden och istéllet acceptera tillganglig informations ofullstandighet.
Ingen(!) etablerad kalibreringsmetod tillater emellertid det. Av denna orsak paborjades
arbetet med en ny metod som i forslaget for detta projekt benamndes ‘Regulariserad
stratifiering’, med nummer 2. Vad namnet bor vara for att ge en bra beskrivning ar annu ej
bestamt. Darfér bendmns metoden olika i delrapporteringen, dock alltid med nummer 2.

Bayesiansk metodik [10] kan tyckas hantera tvetydighet, men gor faktiskt precis det
omvanda. Genom att kombinera forkunskap med harledd kunskap sa ckas
informationsméngden sa att osékerheten minskar an mer. Det anses acceptabelt att havda
en viss forkunskap sa lange den beskriver var uppfattning pa ett till synes ‘rimligt’ satt.
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Har den inte ett trovardigt ursprung, sa blir modellosékerheten ovillkorligen mer oriktig,
an om den endast baserats pa harledd kunskap. Om kravet pa fullstandig information
generellt &r problematiskt sa blir det darfor an varre for Bayesiansk metodik — saval
forkunskap som harledd kunskap maste vara fullstandig. Med andra ord sa gar Bayes
generalisering i omvand riktning mot syftet i detta projekt att respektera tvetydigheter.
Dérfor utesluts Bayes metodik ur diskussionen.

Principen for ‘maximum entropy’ [12][13] adresserar daremot kunskapsbrist pa ett
adekvat satt. Kort kan denna princip sdgas maximera den kvarvarande osékerheten
(entropin) nar allt vi vet tagits i beaktande. Den forlitar sig pa ett kvantitativt matt av
informationsmangd som kallas entropi (eng. entropy), féreslaget av Claude Shannon i den
mycket kanda artikeln “Theory of Communication” [14]. Ju mindre informationsinnehall,
desto hdgre entropi. Metodens motiv ar precis detsamma som for antaganden — att fylla
pa information nar statistiska metoder kraver det. Den avgorande skillnaden &r att gora
antaganden pa ‘kéansla och erfarenhet’, eller att gora det pa det allra mest forsiktiga sattet
genom att maximera entropin — sa att alltfor sjalvsakra slutsatser i storsta majliga man
kan undvikas. Grundsynen att maximera entropin nar information saknas harmonierar
darfor val med ambitionen i detta projekt.

For modellkalibrering kréavs emellertid séllan en syntes av osakerhet liknande principen
for maximal entropi, av ett mycket enkelt skal. Aven med en hog grad av ofullstandighet,
kan kalibreringsdata ndmligen vara tillrackliga for att entydigt bestdimma en osaker
berakningsmodell. Det som fyller i informationsluckorna, traditionellt med antaganden
eller maximering av entropin, &r den begransning i frinetsgrader som modellekvationerna
ger for det dverbestdmda kalibreringsproblemet. Ett 6verslag illustrerar principen. Antag
att kalibreringsdata finns for 1000 punkter. Modellen maste forutsaga kalibreringsdata i
precis samma punkter, men med nddvandighet(!) mycket starka beroenden eftersom
modellen kanske bara har 10 fria parametrar. Medelvérden och kovarianser for dessa

motsvarar inte mer &n 10+10-11/2 =65 frihetsgrader att passa in mot kalibreringsdata

som har 1000 +1000-1001/2 =500500 motsvarande frihetsgrader. Det &r kvoten mellan
dessa som avgor hur sakra vi blir pa var kalibrerade osakra modell, i detta fall
500500/65 ~ 7700. Det finns allts inte mindre &n runt 7700 tvéng pa varje “frihet’
modellen har. | detta fall har vi alltsa full information om kalibreringsdata.

| praktiken saknas information om kalibreringsdata. Den antagna hypotesen att var
modellstruktur ar korrekt innebér att ett fel, dvs realiserad osékerhet, i en punkt maste ha
en statistiskt bestamd relation till fel i narliggande punkter. Att da pasta att felen, dvs
osakerheten i olika punkter dr helt oberoende ger modellen mycket stora
‘anpassningsproblem’ och darmed valdigt liten osakerhet. Vore det sant, skulle
anvéndandet av modeller vara ett fantastiskt sétt att reducera osékerheten for en
observation. Modellen skulle fungera som ett synnerligen effektivt brusreducerande
lagpassfilter! Det stora problemet &r dock att vi inte nagonsin kan bevisa att en
modellstruktur &r absolut sann. Endast att forutsagelser som ar statistiskt inkonsistenta
med observationer forkastar hela modellen. Dérfor kan vi inte forlita oss pa
modellstrukturens korrekthet.



Okorrelerad osdkerhet for matapparatur ar ocksa ett oriktigt men dessvarre helt
dominerande pastaende. Det ar just bestamningen av korrelerade matfel som &r malet for
t.ex. all dynamisk kalibrering. Att matcha modellstrukturens egenskaper med pastatt
okorrelerade kalibreringsdata ger darfor pA manga satt ett godtyckligt resultat som
vanligtvis kraftigt underskattar modellens osakerhet. Det enda vi vet &r att vi inte vet! For
exemplet ovan, reducerar denna insikt frihetsgraderna for kalibreringsdata till

1000 +1000 ~ 2000, eftersom att endast varianser men inte kovarianser kan anses kanda.

Detta ger andé en redundans pa 2000/65 ~ 30 tvang for varje frihet, vilket betyder en

marginal pd 30 i entydighet och runt /7700/30 =16 ggr storre samplingsvarians. Det
okar osakerheten pa ett satt som motsvarar vart faktiska underlag.

Matosékerheten ar en osakerhet for varje observation. Ingen modell kan reducera denna pa
annat satt an att just modellen sjalv bidrar med ytterligare kunskap. Det ar forkunskap pa
motsvarande satt som Bayesiansk skattning tar in statistisk forkunskap. Modellstrukturen
bidrar med deterministisk férkunskap genom att l1agga till korrelationer, oftast som en
effekt av modellens differential-/differensekvationers beteende. | princip reduceras
osakerheten pa motsvarande satt som for ‘Bayes’, med ett implicit logiskt ‘och’. For att
inkludera modellens férkunskap som en osékerhetsreducerande komponent vid kalibrering
sa kan vi lata kalibreringsdata anta alla mojliga korrelationer (tvetydighet) och sedan valja
det som modellen *foredrar’. Dvs det den har lattast att anpassa sig till och som darfor ger
hogsta modellosékerhet. Det ar namligen precis dessa korrelationer som modellen skulle
bidra med som forkunskap om den sjalv fick bestamma. | teorin ger det ocksa en tankbar
metod fOr att justera kalibreringsdatas korrelation. Det &r ekvivalent med att ta bort alla
villkor pa korrelation/kovarians, vilket ar precis vad som gors i metod 2.

Problemdefinition

Modellkalibrering omfattar med nodvandighet manga komplexa men generella begrepp
som kan behdva fortydligas, eftersom deras betydelser varierar i litteraturen.

Med sampel avses héar samtliga sampelvarden, inte varje enskild uppsattning
modellparametrar. Ensemble betecknar en liknande uppséttning sampelvarden men utan
att beskriva ursprunget. Beteckningen sampel sammanfaller har med vad som normalt
avses inom matematisk statistik. Ensemble &r en mer generell bendmning som &r mer
lampad for deterministisk sampling. Ensemblen kan vidare specificeras med vad den
representerar eller refererar till. T.ex. parameter-ensemble fér modellens parametrar,
modell-ensemble for modellens resultat, eller kalibrerings-ensemble for att representera
flera uppsattningar kompletta kalibreringsdata. Ensemblens olika sampelvarden kan ocksa
ben&dmnas ensemblens medlemmar for att undvika association av vektorer och liknande
strukturer till “véarden’, vilket inte ar naturligt.

En representation ar en speciellt vald beskrivning av information men behéver inte

motsvara typiska eller ens sannolika utfall. En representation ska ses som en abstrakt

beskrivning, eller kompakt ‘bokféring” av vad vi tror oss veta. Vad den beskriver, hur den
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kan anvandas och vilka krav vi staller beror pa situation. Ett vanligt exempel pa
representation ar Fourier-koefficienterna for en tidsberoende signal. Dessa beskriver
signalens information eller innehall men betyder inte att de harmoniska signaler med
oandlig varighet koefficienterna refererar till &r troligt forekommande, eller ens kan
observeras 6verhuvudtaget. Vilket de faktiskt heller aldrig kan, eftersom varaktigheten &r
oandlig.

Variation av en variabel beskrivs i enklaste form av dess varians. Sam-variation av tva
variabler beskrivs i enklaste form av ko-varians. Kovarians i den generella mening som
inkluderar bade varians och kovarians ger den minsta mojliga konsistenta beskrivning av
hur flera variabler samtidigt varierar. Beroenden mellan slumpvariabler syftar normalt pa
deras relativa statistiska samvariation. Korrelation syftar pa vantevardet av tva olika
variablers relativa variationer, alltsa lagsta ordnings beskrivning av beroende. Om en
variabel Okar, okar da ocksa oftast den andra variabeln (positiv korrelation) eller minskar

den (negativ korrelation)? Korrelation ar enklast tdnkbara beskrivning av beroenden
mellan tva variabler.

Oversikt

Med ett statistiskt osakerhetsperspektiv pa en komplex berakning i manga
observationspunkter blir det tamligen manga aspekter att samtidigt halla i minnet. Det
géller i synnerhet vid kalibrering och speciellt nér olika kalibreringsmetoder jamfors, som
i detta projekt. En 6versikt dar vanliga definitioner och etablerade metoder introduceras
ges darfor nedan i Fig. 1, for att placera de studerade metoderna i sitt sammanhang.

Benamningen enkel osékerhetskvantifiering anvands har for att betona att den ej foregatts
av nagon modellkalibrering, utan endast nyttjar forkunskap och annan information, samt
antaganden.

Bayesiansk skattning
.
Parameter- Surrogat PR Kalibrerad N Baésta
ens -modell parameterens _ ......{> . Parameterens
A /Z N <A .
S 1
I : Osakerhets-
I : kvantifiering
¥ : \ 4
Forkunskap Identifieringsdata -1 | Valideringsdata v m
CFD-modell | | L——— <l ngseatd Lot fornyt fal
Kalibreringsdata

Fig. 1. Oversikt. Iterativ modellkalibrering, [enkel] osékerhetskvantifiering, konsistens av
representation (1-2-3-4), samt Bayesiansk skattning [10] (exkluderad i projektet).



Bada metoder 1 och 2 for modellkalibrering i detta projekt ar iterativa, dvs forbattrar
modellen successivt genom upprepad anpassning. Iterationen ar en specifik variant av vad
som ofta bendmns ‘fixpunktsiteration’ i matematik och ‘sjalvkonsistent berékning’ i fysik,
vars konvergens garanteras i Banachs fixpunktssats [15]. Iterationen far dock inte
forvéxlas med Bayesians skattning [10] som lagger samman statistisk férkunskap och
harledd kunskap i ett steg, se Fig. 1. | bada fallen finns en ingdende parameterensemble,
‘nollensemblen” % ;.

For Bayesiansk skattning representerar nollensemblen oberoende information som allra
sist l&ggs samman med den hérledda ensemblen Zhap for att erhalla basta ensemble X

Den iterativa modellkalibreringen daremot, anvander endast Zp) somen forsta gissning.

Den avgdr hur manga iterationer som kravs for konvergens, dvs for vilket minsta varde pa
n vi erhaller L) ® Xy, - Det som uppdateras vid iteration k ar var kunskap om

n+1

modellens beteende via modellensemblen H (r,Z[k]), I observationspunkterna r, dar

r =(x,y) for GEMIX experimentet [1]. Fran denna kunskap beréknas, eller identifieras
sedan den nya parameterensemblen, H (r,Z[k]): Zy..]- Begreppet kalibrering inkluderar
tva delar, experimentet som genererar kalibreringsdata (karaktarisering), samt bestamning

av modell fran dessa (identifiering). Modellensemblen samplar berakningsmodellen
H(r,8), som beskriver datormodellens ekvationer beréknade fér faltet r och parametrar

0, péa tva helt olika sétt: Dels direkt i observationsrummet dar modellen beréknas (r)

dels statistiskt i parameterrummet (0) for alla osakra parametrar. Att sérskilja de tva helt

olika samplingarna ar centralt for att forsta vad modellkalibreringen gor, dvs justerar
samplingen i parameterrummet for bésta sampling av resultat i observationsrummet.

Samplingspunkterna i observationsrummet ar pa forhand given och beror pa vilken
upplésning som efterstravas. Ju fler punkter, desto mer redundans och sékrare
identifiering. En vanlig tumregel &r att antal relevanta justerbara ‘friheter’, eller
frihetsgrader for kalibreringsdata ska vara minst 10 ggr fler &n motsvarande frihetsgrader
for modellen. Detta indikerar hur mycket kalibreringsdata som minst krévs. En
forsvarande praktisk aspekt for att kunna illustrera kalibreringsdata &r att faltet r oftast

omfattar mer en dimension, for GEMIX &r det t.ex. tvd — koordinater langs (X) och tvérs

(y) kanalen i blandningszonen. Med flera testfall (Nxxx) blir det i detta fall egentligen

tre dimensioner. Aven resultatet kan ha flera dimensioner. Skulle kalibreringen inkludera
bade koncentration och stromningshastighet sa far modellens indata tre och utdata tva

dimensioner, dvs H (r e R, e)e R?. Det ar forstas relevant for CFD-berédkningen men
dimensionaliteten &r helt irrelevant for kalibreringen som sadan. Av detta skl ar det vid
kalibrering lampligt att skanna bade indata och utdata seriellt till en enda lang sammansatt
vektor H (r e RV 9)6 R, pd identiskt lika sétt for kalibreringsdata och
modellresultat. Det gor det mindre begripligt fysikaliskt, men foérenklar analys och
presentation eftersom enkla tva-dimensionella grafer kan anvandas och tensorer undvikas.
Statistisk sampling Gver osékra parametrar € ger sedan parameterensembler och



modellensembler pa universal matematisk form H (r e RV T e R )e R for N
observationspunkter, n parametrar och m statistiska sampelvérden.

Linjaritet
Linjaritet har en synnerligen central betydelse for de flesta matematiska operationer, sa

aven osdkerhetskvantifiering. Det &r dock latt att blanda samman vad som avses eftersom
eventuellt linjart beroende kan referera till i varje fall tre helt olika klasser av data:

® Modellens faltberoende, dvs variation mellan olika observationspunkter, &r
nastan aldrig &r linjart. | regel avgors det av modellens
differential/differensekvationer, samt variation i rand- och begynnelsevillkor.

® Linjaritet-i-respons avser modellens beroende pa amplituden for insignal, rand-
eller initialvillkor, dvs det som driver modellens resultat.

® Linjaritet-i-parametrar dr det som ar intressant for osékerhetskvantifiering. Det
handlar egentligen om linjért beroende, eller affinitet dvs for(a,b)

f(a,b,x,y)=a-g(x,y)+b-h(x,y), snarare &n linjaritet som definieras med
additivitet och homogenitet, f(a-x+b-y)=a-f(x)+b- f(y).

For modeller som &r linjara-i-parametrar galler saledes (56 =60- <¢9>)

of of
f(¢91+5l91,92+592,...)=591~6—01+5492—ﬁ—h... D

Det forenklar enkel osakerhetskvantifiering dramatiskt och ligger till grund for en
kéanslighetsanalys, dar kansligheten normalt relaterar till konstant derivata of /80k och
darfor ar begréansad till affina modeller.

Linjar regression

Affina modeller forenklar &ven kalibreringen, ibland kallad invers osakerhetskvantifiering.
Eftersom alla parametrar inte kan bestammas fran endast ett modellresultat i en punkt, kan

inte modellens invers bestdmmas direkt. Daremot kan ett antal (m > n) uppsattningar av
vérden p& modellens (H~) basfunktioner for de (n) osakra parametrarna # sammanstéllas

i en regressionsmatris R . FOr basta modellapproximation H av kalibreringsdata H.

driven av insignal, rand- och begynnelsevillkor d , som &r linjara-i-parametrar A for
observationer i punkter r, galler att,
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Notera att linjariteten syftar pa att H oc A, men stéller inga speciella krav pa A(d \ r).

Specifikt kravs varken linjart beroende pa faltet r eller linjar respons pé drivande
storheter d sa som inflodeshastighet i GEMIX experimentet, forutsatt att eventuella

olinjariteter kan uttryckas med A(d, ). Testmodellen H(x,8)=sin(6, +6,x*) kan tex.
inte skrivas pa denna form, men daremot H (x, 9) = elxz +6, sin(x3). Bendmningen linjar
regression ar darfor lite forradisk och betydligt mer generell av vad det kan verka. Linjar
regression ar metoden att finna bésta approximation genom att minimera [vanligen]
summan av de kvadratiska felen i alla punkter r. Eftersom det & en mycket vanlig

operation inom statistik och dataanalys [16], har de flesta matematiska programvaror
fardiga funktioner for detta.

Det finns varianter av enkel linjdr regression som t.ex. viktad anpassning. Ibland kan dven
inverteringen valla numeriska problem om samplingspunkterna ar for fa eller inte ar
[tillrackligt] linjart oberoende. Resultatet av att minimera det kvadratiska felet &r att
ekvation 2 ovan multipliceras med transponatet for att erhalla ett kvadratiskt

ekvationssystem HCRT ~ ARR", de s.k. normalekvationerna och studera

egenskaperna/egenvérdena for den kvadratiska matrisen RR" . Det ger losningen

Aoer =H¢ R (RRT )71' 3)

Linjar regression anvands har for ett flertal &ndamal direkt relaterade till
modellkalibrering:

1. Bestdmning av affin surrogat-modell.
(H ersatts av full berdkningsmodell H ovan)

2. Basta anpassning av medelvarden och [ko-]varians, av berdkningsmodell till
kalibreringsdata.

Stratifiering (beskriven nedan), bestdmning av optimal viktning av sampel.

4. Bestdmning av invers till icke-kvadratiska matriser, definierad av linjara
ekvationssystem.

Surrogatmodeller (1) anvénds ofta vid omfattande slumpad sampling eller andra
ineffektiva metoder, for att ge rimliga berékningstider. Viktad anpassning av en affin
modell till kalibreringsdata (2) ar huvudmomentet i den traditionella metoden 1 baserad pa
maximum likelihood skattning. Stratifiering (3) beskriver forsta steget i metod 2, dar
statistiken for kalibreringsdata 6verfors pa den samplade berakningsmodellen, genom att
justera sampelviktningen men bevara samplingspunkterna, dvs ensemblen X . Inverser till
icke-kvadratiska matriser (4) krdvs for att undersoka representationsgraden, se avsnitt
‘Konsistens’.

Enkel oséakerhetskvantifiering

Vid osékerhetskvantifiering overfors statistisk information om modellens parametrar,

rand- och begynnelsevillkor och andra forutsattningar till modellens resultat, vanligtvis ett
tal, vektor eller falt. Den kanske vanligaste metoden, som ocksa anvénds for att bestamma
matosékerhet &r att linjarisera berakningsmodellen i dess osakra parametrar sa att den blir
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affin. Det motsvarar en s.k. kanslighetsanalys. Anvénds linjér regression kan en battre
approximation erhallas genom att anpassa Gver ett mer relevant omfang av de osékra
parametrarna. Variansen for modellresultaten ges sedan av,

var(H(r))=> Z_:S_:<5gi59j>=Zn:Kincov(ei,Hj). 4)
i, =1~ j i,j=1

Notera att antalet bidrag n(n—1)/2 frén kovarianserna (i # j) & ménga fler &n antalet n

fran varianserna (i = j). Det medfor att beroenden nastan alltid ger stora effekter p&
resulterande varians.

Av alla kdnda metoder att kvantifiera osdkerhet &r troligtvis slumpad sampling enklast att
bade forsta och utféra. Slumpad sampling &r egentligen en direkt simulering av hur vi
oftast forestéller oss osékerhet for en modell: Enligt “frekventist’-tolkningen [17]
forestaller vi oss en antal oberoende upprepade berakningar. Beroende pa slump rakar de
ha lite olika varden pa modellparametrar och andra forutsattningar men beskriver for
ovrigt identiskt lika situationer. Det ger ett statistiskt sampel av berdkningen sedd som ett
slumpobjekt, pa samma satt som en statistiker tar ett sampel fran en population av t.ex.
manskliga egenskaper. Med population menas ‘samtliga méjliga’, medan ett slumpat
sampel &r ett “troligt begransat urval’.

Ett sampel av berakningen betyder har ett sampel (@) for varje observationspunkt (r).

Vid den statistiska analysen av samplet forestaller man sig normalt endast en
observationspunkt at gangen. Det &r generellt inte helt korrekt eftersom modellen lankar
samman resultat i olika punkter, vilket orsakar starka beroenden. Tror vi pa modellens
riktighet (nagot annat vore underligt eftersom vi faktiskt avser att anvanda den) ska
resultatet i alla observationspunkter behandlas som en helhet. Det &r synnerligen viktigt
for modellkalibrering. For enkel osékerhetskvantifiering syftar statistiska beroenden pa
hur olika parametrars fel statistiskt férvantas samverka [Gver alla tdnkbara
felkonstellationer].

Modellkalibrering

Modellkalibrering gor precis det omvénda mot enkel osdkerhetskvantifiering. Statistisk
information om resultatet for ett kalibreringsexperiment, s.k. kalibreringsdata ¢verfors till
en modell med tillhnérande osékerhet. Darfor kallas den ofta for omvéand invers
osékerhetskvantifiering. Kalibrering har den uppenbara fordelen gentemot en enkel
osakerhetskvantifiering att informationen &r observerbar. Statistiskt forvantade varden
kan darfor direkt skattas med statistiska metoder.

Traditionell kalibrering gors ofta genom att géra en skattning av béasta modell och dess
osékerhet med s.k. maximum likelihood-metodik [6][7]. Den bérjar med att studera
statistiken, eller multivariata sannolikhetstétheten f(A) fér populationen av modellens H

avvikelse mot kalibreringsdata H , for alla punkter r givet att alla parametrar & &r
kénda,
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A(r)=H(r,0)-H(r). (5)

Sedan stélls en hypotes om att modellen &r perfekt, vilket gor att A (hér antagen
kolumnvektor) endast bestar av matfel. Normalt antas de vara slumpmaéssiga och ofta

normalférdelade med kovarians cov(HC).
f (A)oc exp{—%& cov(H, )A} : (6)

Problemet &r nu att modellens parametrar &r okanda. Tathetsfunktionen f(A) ar darfor
egentligen ingen tathetsfunktion alls, eftersom den beror pa @. For att tydliggora detta
kallar man den istéllet for ‘likelihood-funktion” och andrar beteckning, f(A)—1(0,A).

Om parametrarnas rétta varden 6 vore kinda skulle likelihood-funktionen 6verga i
sannolikhetstathet, dvs I(§,A)—> f (A). Med andliga kalibreringsdata &r det p.g.a.

samplingsvarians teoretiskt omojligt att bestimma 6 . Istéllet far vi ndja oss med en basta
skattning 0", dvs I(G*,A)z f(A). Alla andra parametervarden skulle 1&gga till en

residual, dvs systematiskt modellfel och darmed dka A, dvs minska I(H, A). For att

bestamma & blir det dérfor naturligt att maximera 1(@, A). Dérav namnet ‘maximum-
likelihood’. Ofta &r det numeriskt fordelaktigt att maximera logaritmen av likelihood-
funktionen, L(6,A)=1log[l(6,A)]. Det blir en enkel kvadratisk form med
normalfdrdelningsantagande, som i ekvation 6.

Nar val " har blivit funnen genom maximering, sa omtolkas likelihood-funktionen
L(56? =6-6", COV(H*)) till att bero p& 6" och cov(e*). De &r bestimda av medelvardet
<H C) och kovariansen cov(H,. ) av kalibreringsresultatet H, . Med andra ord byts

variabler fran observation till modell. En sadan ‘vandning’ ar egentligen inte tillaten. Det
‘logiska glappet’ kan emellertid forstas genom Bayesiansk skattning. Vad vi 6nskar &r att

bestdmma modellens tathetsfunktion givet matdata H , dvs den villkorliga (eng.
conditional) sannolikhetstatheten f(9(6’|HC ) Ett betydligt enklare problem &r det

omvénda, dvs bestamma matningens tathetsfunktion givet ratt modell, f, (HC|¢9). D4 kan

vi anvanda hypotesen i ekv. 6 om modellfelet direkt. Maximum likelihood metoden antar
sedan att dessa ar lika, f, (0|HC ): fe (HC|¢9), vilket inte alls behover vara sant. Bayes

visade istallet att,
f@(‘9|Hc): fc(Hc|g)' fa(‘g)/fc(Hc)' (7)

dar f. (HC|49) numera benamns just likelihood-funktion och beskriver kunskap harledd
fran ett kalibreringsexperiment, medan forkunskapen (eng. prior knowledge) f, (6?) ar
kand fére, eller mer korrekt oberoende av kaliberingen. Endast om f,(@) &r likformig
(konstant) och omsluter hela fC(HC|9) reduceras detta till antagandet for maximum
likelihood metoden, f,(0]H )= f.(H.|0)-
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Maximum likelihood metoden blir tillrackligt enkel for affina modeller for att ge explicita
uttryck [18],

*

0
cov(67)

6, +cov(6")K cov*(He)A,

K cov(H KT ©)

dar Ay(r)=[H.(r)=H(6,,r)] &r residualen for den okalibrerade modellen och K dess
kéanslighet. Har finns ett par generella svarigheter:

® Standarden for kalibreringsexperiment inom maétteknik ar inte anpassad till kraven for
modellidentifiering. Specifikt betyder det att kalibreringsinformation inte ar
fullstandig, eller har en konsistent approximationsniva. Etablerade metoder kraver
dock fullstandighet och darfor framtvingar antaganden.

® Modellkalibrering &r en kravande invers operation som kan kréva drastiska modell-
approximationer. Det kan helt ta udden av identifieringsmetodens prestanda. T.ex. ar
det inte meningsfullt med omfattande slumpsampling efter linjarisering, eftersom en
enkel kanslighetsanalys da ar precis lika bra.

Det som kraver extra uppmarksamhet ar saledes giltigheten for antaganden och de
approximationer som anvéndandet av surrogatmodeller innebér.

Identifierbarhet

Begreppet identifierbarhet [7] ar centralt for modellkalibrering. Det uttrycker om det ens
ar mojligt att entydigt finna en modell, givet ett modellresultat. Ar modellen inte
identifierbar betyder det att minst tva olika parameteruppsattningar ger samma
modellresultat. Traditionellt syftar det endast pa bestamningen av béasta skattning och
utgar fran sékra resultat, utan osakerhet. Matematisk uttrycks det som,

H(r,0%)=H(r,0?)= 0¥ = 6. )

Det generaliserar i princip begreppet inverterbarhet for enkla funktioner av en variabel till
modeller, nagot som logiskt kravs for att 16sa det inversa kalibreringsproblemet.

Konsistens

Ett krdvande test av olika metoders konsistens och representativitet ar att omsluta hela
osakerhetsanalysen i ett cirkelresonemang, for att undersdka om ursprungliga
forutsattningar och antaganden aterfas. | Fig. 1 illustreras en konsistensbestamning med
sekvensen 1-2-3-4: Identifieringsmetoden testas genom att man later modellen som ska
identifieras forst generera ett resultat (1) som far bli kalibreringsdata (2). Dérefter dndras
parametervérden innan modellen identifieras (3), i férhoppning att *hitta tillbaka’ till
ursprungliga varden (4). Normalt begransas sadana konsistenskontroller till basta
skattning och innefattar ej deras osékerhet. | detta projekt &r emellertid konsistensen i
representationen av osakerhet central. Full representationsformaga betyder har att &ven
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osakerheten aterskapas fullt ut i en konsistensbestamning, medan ingen
representationsformaga av osakerhet motsvaras av att en helt saker modell identifieras i
steg (3). Representation av osékerhet undersoks har med parameter-ensembler, snarare an
parametrarnas statistik. Ratt hantering av kovarians for kalibreringsdata &r centralt for att
representationsformagan ska kunna anses vara relevant.

GEMIX kalibrering

Benchmark-problemet ‘GEMIX’ inom OECD-projektet ”Uncertainty Methods for CFD
Application to Nuclear Reactor Thermalhydraulics” [1] beskriver mixning av tva fléden.
GEMIX dr en forkortning av "GEneric M1Xing’ experiment, som har genomforts vid Paul
Scherrer Institut i Schweiz. Det finns en rad situationer inom ké&rnkraftsektorn dar mixning
ar av intresse; borinblandning kan paverka stabiliteten i reaktorn, blandning vétgas och
luft i inneslutning och reaktorbyggnad kan leda till explosion, varmt och kallt vatten i T-
stycken och styrstavar kan leda till utmattningssprickor, etc. En schematisk illustration av
GEMIX vatskeflodesproblem visas i Fig. 2 nedan.
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Fig. 2. (Reproducerat [1].) GEMIX benchmark-problem. Modellen h(p;,u;, p,,U5)
representerar CFD-berékning som bestams av inkommande densiteter p,;, o, (ger Froude-
talet, samt flodeshastigheter u,,u, fran de tva tilloppsroren (ger Reynolds tal).

Mixningsexperimentet fokuserar pa grundlaggande turbulenta blandningsmekanismer.
Flodeskanalen ar tillverkad av genomskinlig akryl for att kunna observera flodet, med
undantag av 80 mm langa delningsplattan (‘splitter plate tip’). For att ge tillracklig

mekanisk stabilitet &r den gjord av rostfritt stal.

I detta projekt kalibrerades modellen mot flodeshastighetens falt u(x, y). Totalt tre olika
fall anvéandes for kalibrering (C), medan ett sparades for validering (V), se Fig. 3. nedan.
Det ger ett kalibreringsfalt i form av en tensor av ordning 3, u(C,, x,, Y, )-

Nominell inloppshastighet (m/s) | 0.6 1 Uppldsning x (mm) 100
Globalt Reynoldstal 30000 50000 Uppldsning y (mm) 1

Ap = 0%, AT = 0K C1:N339 | C2:N337 | Omfang x (mm) [50,450]
Ap = 1%, AT = 2.5K C3xN320 | V:N318 | Omfangy (mm) [-21,22]
Kalibreringsdata (C) N320 - N337 - N339 | Valideringsdata (V) N318

Fig. 3. Experimentell design av kalibrerings- (C) och valideringsexperiment (V). Upplésning
och omfang galler for modellresultat, dvs beskriver valda kalibreringspunkter.
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Anpassning och konvertering

Modellresultatens omfang har reducerats till att ligga inom de officiellt tillgangliga
matresultatens intervall Gver samtliga matningar, for att undvika riskabel extrapolation.
Det reducerade tvéarkoordinaten, y e [-25,25]= y e [-21,22] mm. Métpunkterna

sammanfdéll inte med de jamnt fordelade modellpunkterna. For att bli jamférbara
interpolerades darfor kalibreringsdata tva-dimensionellt med en kubisk spline.

For att enkelt kunna jamféra och illustrera i 2D-grafer konverterades
kalibreringspunkterna till en vektor, genom skanning av hela kalibreringsfaltets tensor.
Variablerna varierades i tur och ordning, for att ge kalibreringsvektorn

u(C,, X, ¥, ) e R¥¥* - u. e R®, som sekventiellt visar flodeshastigheten tvérs
kanalen vy , i de olika punkterna x langs blandningsomradet, for vardera fall C . Med

andra ord visar de forsta 220 punkterna av U, flédeshastigheten for ‘“N320°, varav de
forsta 44 punkterna motsvarar position x=50 i blandningsomradet ‘mixing section’ (Fig.
2). Valideringsdata innefattade endast ett fall, dvs u(V,, x,, y, )€ R*>* > u, € R?**.
Hur fallen arrangerats framgar att sista raden i Fig. 3.

Stralsakerhetsmyndigheten tillhandaholl berdkningsstod for motsvarande deterministiska
(givna parametrar) k-epsilon CFD-modell, for de parameterkombinationer som beréknats i
projektet.

Startensemble

Utgangspunkten for kalibreringen gavs av modellens ursprungliga parameterensemble,
som bestamts, eller syntetiserats fran uppskattade basta varden och osakerheter enligt Fig.
4,

c,:(0.0892 0.0844 0.0892 0.0844 0.0892 0.0844 0.0892 0.0844
C.,:12.0990 2.0990 1.8010 1.8010 2.0990 2.0990 1.8010 1.8010
o, 1110167 1.0167 1.0167 1.0167 0.9833 0.9833 0.9833 0.9833
T,= K:| 04051 0.4149 04149 0.4051 0.4051 0.4149 0.4149 0.4051|
o; 1| 0.6630 0.6630 0.8370 0.8370 0.8370 0.8370 0.6630 0.6630
Uy [ 1.0050 0.9950 1.0050 0.9950 0.9950 1.0050 0.9950 1.0050
ki :10.9850 1.0150 1.0150 0.9850 1.0150 0.9850 0.9850 1.0150

(10)

For varje sampel, eller parameteruppsattning (kolumn av %), s& erhalls en komplett
kalibreringsvektor, dvs ett fullstandigt result u, . € ®****, for CFD-modellen

h(py, Uy, p2,U,) - Alla delresultat ger modellensemblen u, . (X, )€ R**°.

17



Parameter Constants
@y f X\t () Bu)7W a,, = 45.54
B 9(0) = g_(g_) ¢ By =877 X 1072
c Weibull W _
# As in ref [3] (cu) = 0.0868
O, = 2.4 % 1073
o (x — AP LA, —x)T? A, =180,4, =220
g X = = =
Cey Beta fAz(x — AP (A, — )7 ldx p=120,q=2.0
€ Ay ‘ . (C.p) = 1.95
As inref [3] o, = 0.149
1 —(x—{ok))?
x) = 202 o) =1.0
O Normal 9(x) o Zne 7 - =< lk.()ﬂ % 10-2
As inref [3]
) 1 —(‘\'—(;f))z ) = 0.41
. xX) = e 2o K) = U,
K Normal g o2 5 =489 % 102
As in ref [3]
o 0.6 <ap <09 {a7) = 0.75
T 05, = 0.087
1% flow Estimated from measured inlet profiles l=c
/0 -
e 6=0.005
Factor Uige: dll)ttteience 1.005 upper inlet
em\l’\;:u 0.995 lower inlet
Or vice versa
Estimated | Estimated from measured inlet profiles
Factor k variation l=o
ACTOT Rater in k- o=0.015
profile

Fig. 4. Ursprungliga uppskattningar av parametrar med osékerheter.

Resultat

Traditionell mot ny modellkalibreringsmetodik

De skattningstekniker som alla etablerade kalibreringsmetoder bygger pa kraver en
bestamd, eller ‘sdker’ modellhypotes. For modellkalibrering betyder det en specifik
berékningsstruktur, eller modellekvationer, alternativt en uppsattning av sadana. Inom
matematisk statistik testas hypotesens riktighet genom fysisk sampling och diverse

standardiserade tester. Sadana tester har en direkt motsvarighet for modellkalibrering som
bendmns validering. Resultatet &r “digitalt’, antingen forkastas hypotesen fullstandigt eller
inte alls. Det senare ar emellertid inte detsamma som acceptans, bara att vi &nnu inte
funnit orsaker att diskvalificera den. Det finns saledes ingen niva mellan “diskvalificerad’
och “annu inte diskvalificerad’. Valideringen jamfor modellens kvalitet med
kalibreringsdatas kvalitet, vilken inte alls behdver motsvara kraven for tilltdnkt
anvandning. Kvalitetskrav och relevans ar olika aspekter — valideringens experimentella
design kan vara relevant for tilltankt anvandning men matosakerheten kan vara langt
béattre &n vad anvandningen kréaver. Det senare ar mer troligt an otroligt, eftersom
valideringen ofta gérs med hdgkvalitativa instrument, under béttre kontrollerade
forhallanden &n i den verkliga anvandningen. Ofta sannolikt utan tanke pa vad modellen
ska anvandas till. Modeller kan darfér av misstag latt forkastas, trots att de kan vara
tillrackligt bra. Metod 1 utgar fran sadan traditionell statistisk skattningsteknik.
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Representationstekniker torde i princip vara enklare att forsta an traditionella
skattningstekniker. Representationer uttrycker vad vi vet i den ‘bas’ vi har tillganglig. Det
som inte kan beskrivas forloras till ett oként fel som avgors av representationens
fullstdndighet. Darfor ar det viktigt att uppskatta hur stort detta fel rimligen skulle kunna
vara, en formulering som stdimmer vél éverens med den generella iden bakom osékerhet.
En angiven osdkerhet behdver inte vara ‘sann’ men déremot rimlig och inte alltfor
Overdriven, for att vara praktiskt anvandbar. Framforallt krdvs ingen fullstdndighet for en
representation, varken for informationen den beskriver eller dess bas. Det &r pragmatiskt
och darfor ocksa praktiskt. Exempel pa valkanda representationer &r ortogonala
funktionsserier och Fourierserieuppdelning av signaler. Daremot har
representationstanken inte dnnu anvants for att uttrycka statistisk information med ett
begransat antal sampel, forutom i de deterministiska samplingsmetoder som forfattaren
bidragit till.

Istéllet for att uttrycka en funktion i en bas av harmoniskt oscillerande basfunktioner som i
Fourieranalys, uttrycks statistisk information i detta projekt i ett modellsampel bestaende
av en uppséttning av olika parameterkombinationer. Statistiken for modellsamplet ska
sammanfalla med kand statistisk information, pa samma satt som Fourierserien ska
beskriva den funktion eller signal vi studerar. For en representation finns ingen validering
i normal bemarkelse. Daremot gar det att studera representationsformaga, dvs hur mycket
av tillganglig kunskap som kan beskrivas med var valda bas. Bestamning av denna
representationsgrad motsvarar validering. Dessutom bor den goras for data som inte
anvants for identifiering, precis som normal validering. En stor skillnad mot
skattningstekniker &r att utfallet vid denna “validering’ ar kontinuerligt, t.ex. kan
modellens forutsagelse vara konsistent med kalibreringsdata i 93% av alla
observationspunkter. Ar det inte acceptabelt kan vi revidera var information for att erhélla
en ny representation med lampligare konsistensniva. Vasentligt ar att vi inte stallt nagon
ovillkorlig hypotes. Metod 2 bygger pa en sadan representationsteknik.

Att anvéanda representationsteknik for kalibrering &r ocksa konsekvent med de idéer om
representation av statistisk information for enkel osakerhetskvantifiering som féreslogs i
foregaende projekt [2]. Att ‘representera tillganglig kunskap som sedan propageras’,
antingen fran modell till resultat, eller tvartom, blir da en grundprincip som anvands for
bade osékerhetskvantifiering och modellkalibrering. Skillnaden bestar endast i vilken
‘riktning’ detta sker, direkt (eng. forward/direct UQ) eller omvéant (eng. inverse UQ)
relativt modellbeskrivningen. Kort sagt, “Vi beskriver allt vi vet och som ér relevant, sa
bra som majligt”. Matematiska modeller blir endast hjalpmedel for att uttrycka var
kunskap. Tar vi med den kunskap som modellerna implicit beskriver, maste ocksa dess
kvalitet pa nagot satt vara kand, kvantifierbar och transporteras genom analysen. Ignoreras
modellens existens totalt, som for enkel osakerhetskvantifiering, sa undanhalls kand
information. Med mindre information borde osakerheten i allménhet 6verskattas. Fig. 11
visar precis detta. Kalibreringen drar ner denna osakerhet genom att bade lagga till
korrelationer mellan ingaende parametrar och justera varianser, se Fig. 14. Kalibreringen
blir alltsa de facto en metod att finna just de korrelationer som modellen kan generera. Det
har vi fortroende for eftersom vi avser anvédnda modellen.
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Konsistens

Den etablerade metodiken maximum likelihood skattning, som ligger till grund fér metod
1 och som ligger néra statistisk signalbehandling [6] uttrycks inte normalt som en
representation. Istéllet refererar osakerheten till en bésta skattning. Det gor t.ex. att
osakerheten inte kan innefatta residualinformation, eftersom den bésta skattningen enligt
definition inte alls kan beskriva residualen. Osakerheten beskriver darfor inte all osakerhet
vi faktiskt har kdinnedom om. Den beskriver skattningens och inte modellens osékerhet.
Fragan blir da om skattningsmetodiken och representationsmetodiken anda ar jamforbara i
nagot avseende. Kan osakerheten for basta skattning av modellen hérbargera all osakerhet,
forutsatt att den har maojlighet till det? De tva metoderna kan i sa fall anses ekvivalenta,
forutsatt att modellen i bada fall klarar validering. En metods konsistensgrad kan
definieras av hur stor andel av kvantifierad osékerhet som aterfas vid kalibrering.

Enkel osékerhetskvantifiering av den affina modellen
H=H,+K,(r)56,+ K (r)o6, +...= Hy(r)+ K(r)s6 ger enligt ekv. 4
kovariansmatrisen,

cov(H )= K cov(@)KT, (11)

som har omklassificeras att galla for kalibreringsdata for att kunna bestdmma
konsistensgraden. Maximum likelihood metoden ger direkt kovariansen for bésta

skattning @ av den identifierade modellen enligt ekv. 8,

cov(6")= KT cov(He K . (12)
Satts ekv. 11 in i ekv. 12 erhélls,

cov(0")=KT[K cov(0)K™ 'K = K™K cov (0)K 'K = AT cov(0)A. (13)

Eftersom kanslighetsmatrisen K inte &r kvadratisk, far ‘inversen” K™ utifrén

ovanstaende multiplikation av A= K K fran hdger, tolkas som lésningen for
regressionsproblemet,

XK =Y = X =YKT (KK ] =YK ™. (14)
Med anvindning av linjar regression for att bestamma K™ erhalls,
A=KK=KT(KKT)'K = AA" = As A= = cov(0”)=cov(0). (15)

Alla kovarianselement cov(H) for den ursprungliga modellen H representeras till fullo i
bésta skattningens osékerhet cov(e*). Representationsgraden &r saledes 100% . Om alla
matriselement i cov(H . ) representerar vad vi anses veta, si ger maximum likelihood-
metoden en relevant osékerhet.

Om vi déremot gissar cov(HC (r,), He (r )) s ar det mycket svart att saga mer 4n att

j#i

cov(e*) ocksa &r en gissning av samma dignitet. Det galler aven om varianserna ar val
ké&nda eftersom de &r i minoritet av alla bidrag, enligt ekv. 4. Darfér kan vi minska
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osakerheten, eller nastan eliminera den helt, genom antaganden som strider mot modellens
egenskaper: Vad vi definitivt vet om alla modeller, &r att de ger starkt korrelerade resultat,
eller “monster’. Det ar namligen just sddana samband som far oss att formulera ‘modeller’
6verhuvudtaget. Med ett ansenligt matt av “Willful ignorance’ [11] kan vi kanske anda
fortranga detta uppenbara faktum helt och héllet och istéllet pasta att vi inte vet nagot alls.
Det vore i princip inte fel men torde ge en hogre osékerhet &n vad den borde vara,

cov(a*)> cov(e), p.g.a. av att modellens deterministiska forkunskap ignoreras.

Om vi daremot ocksa pastar att observationsfelen ar oberoende av varandra eftersom de &ar
okanda begas ett mycket vanligt misstag. Det minskar osakerheten kraftigt(!),

cov(ﬂ*)« cov(@). Inkonsekvensen ar uppenbar genom att samtidiga pastaenden om

beroende (modellens existens) och oberoende (var s.k. okunskap) knappast kan anses
forenliga i ndgon form. Det enda som ger nagon aterstaende osékerhet vid prediktion med
kalibrerad modell & samplingsvariansen for samplet av kalibreringsdata. Enligt
konventionell tolkning av kalibrering,

Med tillréckligt antal punkter for kalibreringsdata kan osdkerheten for basta skattningen
av identifierad modell alltid drivas ned till godtyckligt 1agt varde.

Vi kan uppenbarligen bli precis hur sékra som helst pa var modell, utan att vi testat dess
absoluta riktighet (systematiska fel). En giltig validering avsl6jar endast att modellens
systematiska fel understiger métosakerheten for kalibreringsdata, ett krav som varken har

nagot med cov(e*) att gora, eller behdver ha nagon som helst relation till den tilltankta
anvandningen.

Det finns inte nagot forlatande med gissningar och ogrundade antaganden. Matematiskt
kan gissningar inte sarskiljas fran kunskap. Gissningar blir i analysen ekvivalent med
kunskap. Om det vi inte anser oss ha ndgon kunskap alls, blir vilket som helst antagande
lika acceptabelt som nagot annat, oberoende av vad det leder till.

Vore alla observationsfel helt okorrelerade med varandra, skulle t.ex. all matapparatur fa
oandlig bandbredd, vilket knappast kan anses korrekt. Problemet &r att matteknik p.g.a.
bristande forstaelse for modellering i allmanhet inte inkluderar kovarians i begreppet
matosakerhet, trots att i princip all modern signalbehandling gér det. Det orsakar
svarigheter vid modellering eftersom oberoendeantaganden knappast kan anses korrekta.
Den enda logiska konsistenta alternativet blir darfor att anse dem okénda och inte gora
nagra antaganden alls, som i metod 2. Det gor att vi inte kan omsatta modellekvationernas
forkunskap till fullo och att osakerheten darfor konsekvent borde 6verskattas, snarare an
underskattas som i konventionell kalibrering.

| praktiken ar problemet allvarligt, eftersom alla existerande metoder for identifiering
havererar p.g.a. ofullstandig information. Identifiering bor i sddana fall ersattas med enkel
kurvanpassning som inte tillater jamforelser dverhuvudtaget, eftersom osékerhetsintervall
da inte anges. Den fundamentala skillnaden mellan naiv kurvanpassning och kalibrering
bestar i hanteringen av osakerhet. Det vassa instrumentet for kvalificerat beslutsfattande
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som en korrekt kalibrerad modell erbjuder har da kollapsat. Detta faktum ar den
fundamentala orsaken till att metod 2 foreslogs i detta projekt.

Kalibrering av deterministiska ensembler

Utbkningen av identifierbarhetsbegreppet i avsnitt Identifierbarhet till osdkra modeller
beskrivna med deterministiska ensembler & mer komplicerad &n vad som kanske &r
forvantat. Kravet pa identifierbarhet kan uttryckas,

H(r,29)=H(r,2?)= M(EY)=Mm(E?), (16)

dar operatorn M(z) generar all relevant statistik for ensemblen = . Tvé olika ensembler
kan emellertid ha samma relevanta statistik. Dvs,

MEY)=M(E? )0 =5 (17)

Med inskrankningen till samma typ av ensemble X, dvs unik syntes eller regel att
bestamma = utifrén M(i) sa galler dock for lampliga pivoteringar P,, av samplets

parameteruppsattningar att,
MEY)=ME?)= B EY)=p,E?). (18)

Dérfor &r parameterensemblen identifierbar med begrénsning till varje unik syntes.

Fixpunktsiteration — successiv forbattring

Motiven for att iterera kalibreringen ar desamma for bada metoder 1 och 2: Den statistiska
ensemble (X) som representerar den kalibrerade modellen bor helst sammanfalla med de

parameteruppséattningar, eller ensemble (\P) som anvénts for att undersdéka modellen

under dess identifiering. Iterationen sammanfor dessa tva ensembler successivt, med
forhoppningsvis allt mindre avvikelse i varje steg. Kalibreringen for den sista iterationen
gors darmed for samma information som den kalibrerade modellen representeras med.
Symboliskt kan detta formuleras,

IDENT

——
5, =¥ > 5,=¥,55,=...5% =¥, > =% =V (19)

n+l n’

dar = betecknar tilldelning och — motsvarar identifiering/kalibrering med metod 1 eller
2. Om t.ex. en surrogatmodell bestdms med hjélp av linjar regression som i
kalibreringsmetod 1, s& minimeras approximationsfelet i regressionspunkterna. Samplar vi
sedan den kalibrerade modellen i just dessa regressionspunkter dér surrogatmodellen &r
som bést, minimeras samplingsfelet. Det finns emellertid tva viktiga aspekter att beakta:

®  Metodens komplexitet (¥) har ingen given relation till resultatets representation (%)
: Ensemblen X kan dé&rfor i princip vara otillracklig for att anvandas som ¥
Kompletteringar med fler punkter kan darfor behdvas for att genomfora analysen.
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® [terationen behdver inte nddvéandigtvis konvergera till en fix ensemble, s.k. fixpunkt.
Speciella metoder kan kréavas for att uppna konvergens.

Den forsta aspekten ar i synnerhet viktig for metod 1 som anvéander surrogatmodeller. Den
andra aspekten dar mest kritisk for metod 2, eftersom den flyttar parameterensemblen
direkt och inte via parametrarnas statistik, t.ex. medelvarden och kovarians. Direkt
forflyttning betyder hér att ett helt “moln’ av punkter flyttas i metod 2. Det &r mycket
svarare an att flytta deras tyngdpunkt (bésta skattning) och darefter bestimma ensemblens
spridning som i metod 1. Nedan ges en nagot forenklad sammanfattning av hur metoden
fungerar. En detaljerad beskrivning som behdvs for att kunna tilldampa metoderna ar for
omfattande for att ges har och kommer istéllet att ges i en planerad vetenskaplig artikel
[19].

Metod 1: Maximum likelihood skattning

Metoden for itererad maximum likelihood skattning kombinerar den etablerade maximum
likelihood metoden beskriven i avsnitt Modellkalibrering med iteration enligt avsnitt
Fixpunktsiteration — successiv forbattring, samt anvandande av en linjér surrogatmodell
bestdmd med linjar regression enligt avsnitt Linjar regression.

Representation av medelvérde och kovarians ger en tillrackligt stor ensemble for
bestdmning av en linjér (affin) surrogatmodell. Darfér behovs inga ytterligare
regressionspunkter () nedan, utéver det som parameterensemblen () ger.

Kalibreringen upprepas/itereras enligt foljande,

1. Valj startensemble %, indexerad med k =0.
2. Satt regressionspunkter lika med aktuell parameterensemble, W, ;=2

3. Beradkna modellensemble H (r,\P[M]) for alla regressions- (\I’[k+1]) och
observationspunkter r .

4. Bestdm en affin surrogatmodell Hg s (r,8)= A(r)6 . Faltet A{M( r) bestams da fran
den linjara ekvationen A{M]( ( k+1]) H(r \Ifk+1) med regressionsmatris
R(¥},.,;)- Extrahera/berakna kénsligheter K(r) fran A, (r).

5. Propagera kalibreringsdata H(r) till ny basta skattning
Hgur (r 49k+1) A{M( r)e, 1] @V surrogatmodellen, under antagandet att den nya
awvikelsen Ay, (r)=He (1)~ Hgue (1, 6., ) &r normalfordelad,
o = G, +cov(0" K cov (Ho)A,

cov’l(e*) = Kcov(H)K'
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6. Sampla 6", cov(e*)z U'S’U genom att syntetisera en ny parameterensemble ¥,

med excitationsmatris V , precis som vid enkel osakerhetskvantifiering med
deterministisk sampling [4],

Z[k+1] :0*+UTSUV .

7. Lat k — k +1 och upprepa fran steg 2 tills en fixpunkt for parameterensemblen
erhélls, Z[n+l] ~ E[n] .

Denna metod &r identiskt lika med tidigare publicerad metod [18].

Metod 2: Stratifiering och annealing

[Matematiskt avancerat avsnitt]

Grundidé

Metoden baserad pa stratifiering och annealing innehaller ocksa tva steg. Istéllet for ett
mellansteg med linjér regression for att bestdmma en surrogatmodell som i metod 1, gors
en omviktning av parameterensemblen, ocksa med linjér regression. Symboliskt kan
metoden illustreras med att omvaxlande inféra olikformiga vikter (SW ), s.k. stratifiering

och justera ensemblen (62) for att aterstélla dessa vikter att ater bli lika, s.k. annealing,

STRAT ANN
—=

S, D5 oW, 565, > oW, 565, —>... > W, =065, =0, =% (20)

-
Ordet stratifiering har sitt ursprung fran stratifierad sampling inom matematisk statistik.
Det betyder att samplingsomradet delas in i flera delomraden som samplas var for sig.
Delresultaten viktas sedan samman med de sannolikheter de olika omradena motsvarar.
Motivet ar att fa ett béttre och mer representativt sampel i intervall med lag sannolikhet
och fa sampel. Intervallen viktas sedan efter deras totala inflytande, dvs sannolikhet.
Onskan att erhalla battre representativitet for modellen med olikformig viktning i metod 2,
givet den kénda fordelningen for kalibreringsdata, stammer mycket vél 6verens med
motiven bakom normal statistisk stratifiering.

Benamningen annealing motsvarar glédgning pa svenska, vilket beskriver en fysikalisk
process som minskar spanningen i ett material genom att molekyler flyttas under inverkan
av varme. Olika vikter kan pa likartat satt ocksa anses ge upphov till en ‘spanning’ inom
ensemblen. Denna minskas har genom att flytta dess medlemmar i ‘gradientens’ riktning,
dvs vill saga den riktning som gor vikterna mer lika. Metodiken efterliknar saledes den
naturliga justeringen av atomer i material med inre spdnningar som sker under
uppvarmning vid *glédgning’. Annealing &r for dvrigt ett populért ord som anvénds i
manga sammanhang, ‘laser annealing’ och ‘stimulated annealing’ ar tva andra exempel.
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Fordelen med att justera modellens statistik med vikter &r att det matematiska problemet
att anpassa till statistiska moment ar linjart. For m samplade varden av en osaker

parameter & ges det p(z 2)— te momentet av deterministiska modellensemblen av,
P) =%iwk HEY T =[sHEy [w, sHE)=HE)-(HE)oE", (@)
k=1
dar {X"P}, = X" och (H(Z))= H(Z)W . Har omskrivet p& matrisform blir det linjara

beroendet i vikter W, uppenbart. Det gor att matchningen av samtliga statistiska moment
av [beroende] parametrar blir linjar. Darfor kan de losas ut direkt fran matchingsvillkoren,

@ = (@11 W
(H(x,0)), e R = (H(xz9) H(xz®) - H(xz™) w
<5H(5>:| 9)5H_E>:t,e) = (oH(x,, =2 )H(x,2Y) SHESHP - SHMSH™) w
(6H ,6H,5H,) = (HYSHYSH®  SHESHESH? ) W
<5Hj5Hk5H,5Hp> = (SHYSHPSHUSHY  SHPSHPSHPSH? ...) W
= W

(22)

P& matrisform kan detta skrivas,
M =R(H(Z)W. (23)

Med linjar regression enligt avsnitt Linjar regression erhalls direkt 16sningen,
W =(R"R)'R™M . (24)

Den ursprungliga iden var att eftersom viktningen bevaras fran parameterensemble till
modellensemble vid enkel osakerhetskvantifiering, sa éverfors viktningen pa samma satt
vid kalibrering, fast i omvand riktning. En vikt for modellensemblen éverfors till samma
vikt for parameterensemblen. Det mdjliggor en indirekt bestdmning av parametrarnas
statistik, varifran en kalibrerad parameterensemble med lika vikter sedan kan bestammas
med annealing, precis som vid enkel osékerhetskvantifiering.

Komplikationer

I praktiken ar det emellertid inte riktigt sa enkelt. Frihetsgraderna fér ensemblen H (Z) ar
manga fler &n for vikterna W . Det medfor att omviktning (stratifiering) inte kan ersatta en
godtycklig forflyttning av H (Z) (annealing) utan en omfattande utdkning av ovanstaende

ekvationssystem. Utan denna generalisering kommer inte den optimala
parameterensemblen att kunna bestdmmas via anpassad viktning / stratifiering.

Vikterna for ensemblen bestémmer bde centrering (H (X)) och spridning (SH (X)) av
hela ensemblen. Det ena kan alltsa generellt inte justeras utan att samtidigt &ndra det
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andra. Det blir darfor rimligt att anvanda olika vikter for centrering och normalisering
(forsta ekvationen), samt spridning. Det I6ser det kanske mest uppenbara problemet med
stratifieringen.

m

Eftersom Z5H l{“] =0 sa ar variationerna linjart beroende och en kolumn kan uttryckas
u=l

som en linjarkombination av de 6vriga. Darfor saknas en frihetsgrad for variationernas

SHM vikter W, .

Aven med dubbla uppséttningar vikter, for centrering/normalisering samt spridning, sa
representerar ensemblen anda mer information &n dess sampelvikter. | projektet har tva
principiellt olika l6sningar studerats for att expandera antalet vikter sa att de kan
representera lika mycket relevant information som ensemblen:

1. Utoka kombinationerna av ensemblevariationer fran att vara lika, till att innehalla alla
mojliga kombinationer, t.ex. W, 6H E“]éH M w,6H J[“]5H M Vikterna blir tensorer
av samma ordning som aktuellt moment.

2. Tillracklig éversampling av modellen, utgdende fran parameterensemblen .

Alternativ 1 delar upp vikterna ytterligare i grupper, for de olika momenten. Varje
bestamd ordning av moment far en egen deluppsittning vikter. Overféringen av vikter for
modellensemble till parameterensemble blir darfor svar, eftersom modellens olinjariteter
blandar, eller sprider statistiska moment vid propagering av osékerhet [2]. Endast affina
modeller bevarar vikterna: Ett visst moment av modellensemblen beror da endast pa
moment av parameterensemblen av samma ordning, beskrivna av samma vikter. Med
olinjaritet i modellen blandas moment av olika ordning, dvs olika uppsattningar vikter, pa
ett komplicerat svaranalyserat satt. Darfor ger forsta alternativet en praktisk begransning
till affina modeller, motsvarande metod 1.

For den icke-diagonala viktningen i alternativ 1 ger kravet ‘positiv semidefinit kovarians’
ett svart bivillkor i den linjara regressionen. Ignoreras det kan lésningen latt bli statistiskt
otillaten. Det kan i och for sig hanteras i den efterféljande annealingen. En sadan procedur
ger dock inte med sdkerhet optimal anpassning. Bivillkoret &r inte ekvivalent med att
trunkera ett resultat som erhallits utan bivillkor! Alternativ 1 kan darfor inte forvantas ge
bést mojliga representation.

Oversampling av modellen i alternativ 2 ar lattare att hantera, men &ven enklare att forsta.
Framforallt kan 16sningen garanteras ge positivt semidefinit 16sning for
kovariansmatrisen: Med bibehallen diagonal viktning verfors kravet pa semipositiva
egenvérden for viktmatrisen till semipositiva diagonala element, dvs vikterna sjdlva. Det
gor att regressionsproblemet kan l6sas med s.k. kvadratisk programmering [20] som
garanterar sadana lésningar. Da kan inte en ogiltig stratifierad modell erhallas [som i
alternativ 1].
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For varje sampelvirde (ng”] sl ZE{“”]) som léggs till kan som bést

ytterligare en frinetsgrad erhallas. Det finns dock ingen garanti for det eftersom tillagget
kan var linjart beroende med foregaende elements bidrag till regressionsmatrisen rank — i
vilket fall representationsférmagan inte 6kar alls. For att undvika otillracklig frihet i
stratifieringen sa kan det vara béttre att vara pragmatisk an smart. En optimal
oversamplingen &r i regel inte enkel att finna. Daremot gar det alltid att slumpmassigt
generera ytterligare sampelvarden for att utdka ensemblen. For att med sakerhet ge
tillracklig frinet kan det vara lampligt att den utokade ensemblen &r nagot stérre an den
maste vara, for att vikterna ska vara tillrackligt manga och tillrackligt bra konditionering

av normalmatrisen R'R.

Slumpmassig dversampling av X i stratifieringssteget ar inte ekvivalent med slumpmassig
statistisk sampling. Stratifieringen avser enbart att indirekt dverfora statistisk information
fran kalibreringsdata, till information om osékra parametrar vid modellkalibrering.

Den avgodrande fordelen med dversampling (alt. 2) ar att vikterna universellt galler for
samtliga moment. Vikterna relaterar inte som i alt. 1 till alla kombinationer av
sampelvérden, vars antal beror pa momentets ordning. Darmed blir vikterna bevarade vid
propagering av osékerhet, trots att olinjara modeller blandar moment av olika ordning.
Overféringen av vikter frdn modellensemble till parameterensemble avgors darfor i detta
fall inte pa modellens linjaritet, som i alt. 1. Darfor valdes slumpmassig 6versampling av
ensemblen (alt. 2), for att ge vikterna tillrackligt stor frihet att representera
kalibreringsdata pa béasta mojliga satt. Darmed propageras osakerheten “olinjart’ i varje
kalibreringssteg.

For att forenkla GEMIX-kalibreringen berdknades dock modellensemblen for
oversamplingen med en linjar surrogatmodell. Att utfora fulla modellberakningar ansags i
i detta sammanhang onddigt, med tanke pa 6vriga begransningar for den aktuella CFD-
modellen. | praktiken bér dock fulla modellen anvandas aven fér dversamplingen.

Ensemblekollaps

Annealing flyttar hela ensemblen enligt de vikter som bestamts vid stratifiering. Dessa
vikters avvikelse fran likformighet ar det som avgor hur mycket ensemblens olika
medlemmar ska flyttas. Forskjutningen ar individuell och resulterande kovarians maste
vara positivt semidefinit, vilket ar ett annat satt att utrycka att variansen alltid maste vara
positiv.

Regressionsmatrisen R i ekv. 24 kan i princip diagonaliseras och delas upp i
fundamentala bidrag med en egenvérdesuppdelning. | sa fall maste alla bidrag ha positiva
egenvarden for att kovariansen ska bli positivt semidefinit. Det ar fullt mojligt att ett visst
bidrag inte forbattrar representationen av osakerhet. Da utesluts bidraget helt, vilket gor att
rangen reduceras. Det betyder att ensemblen helt “plattas till’ i de riktningar som ges av
egenvektorerna for de bidrag som ignoreras. Ensemble spanner sedan upp farre
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dimensioner. Forlusten i dimensionalitet kan inte aterskapas i féljande iteration pa annat
satt &n att ensemblen patvingas en expansion i den riktning som i denna iteration varit
ogynnsam. Denna tillplattning kan ses som en oaterkallelig ensemble-kollaps.
Konsekvensen kan bli att den slutgiltigt kalibrerade ensemblen inte far en optimal
representation, dock blir den sa bra som méjligt m.a.p. kvarvarande frihetsgrader.

Risken for ensemblekollaps under fixpunktsiteration kan i samsta fall leda till en mycket
dalig representation for den slutgiltiga parameterensemblen. Darfor kan det vara viktigt att
justera parameterensemblen i steg under fixpunktsiterationen. Annars kan den kollapsa av
fel orsaker, langt fran sin slutgiltiga optimala position. Endast centreringen (vantevardet)
for ensemblen bor justeras i de forsta iterationerna. Eventuellt tillats rotation och skalning
av ensemblen endast i de sista stegen. Konvergensen for centreringen &r inte annorlunda
eller mer garanterad an Newton-Raphsons metod [21]. En fullt utvecklad stabil fixpunkt
kan ibland vara svar att finna.

Ensemblen har alltid en viss kvalitet pa sin representation, oavsett vilka forandringar
ytterligare iterationer ger. Det rdcker med att finna en tillrackligt bra justering. Iterationen
ar en systematisk men begrénsad metodik att finna en mojlig forbattring av aktuell
representation av den osdkra modellen.

Residual

For traditionell skattningsmetodik kravs att residualen ar forsumbar i relation till
osékerheten for kalibreringsdata, for att kalibrerade modellen ska bli godkéand vid
validering. Det finns alltsa inget satt att inkludera eller acceptera ett betydande
systematisk modellfel. For komplexa berdkningar kan det vara en alldeles for hog
ambition att kréva en forsumbar residual, jamfort med osékerheten for kalibreringsdata.
Med metod 2 ges en méjlighet att inkludera residualen i modellosékerhet.

Residualen gor att referenserna {H. },(H) for varianserna var(H,) = <52HC> och

var(H) = <52H > for kalibreringsdata respektive modellprediktion kan bli vasentligt

olika. Normalt fas endast ett kalibreringsresultat i varje punkt, eller ett sampelvarde {HC}

av statistiska variabeln H. beskrivande kalibreringsdata. Variationen dH. av
experimentella kalibreringsdata bor darfor istéllet relateras till det forvantade modell-
resultatet (H) for att bli jamfrbart,

SuHe =He —(H)=H¢ —{H¢ J+{H¢ |- (H) =5 H¢ + {Hc }—(H). (25)
Residualen p ar precis som H. en slumpvariabel med bl.a. medelvarde och varians, har

angiven med ett specifikt utfall {} Variansen for kalibreringsdata justeras till andra
moment kring (H> , Vilket explicit inkluderar variansen for residualen enligt ekv. 25 ovan,
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(58He) > (05 He ) =(82HC ) +(p?). (26)

Har antas kalibreringsdata 6. H vara statistiskt oberoende av residualen p,

<§C Hcp> ~ 0 eftersom det ingar som ett krav pa identifierad modell [7]. Modellen far
inte beskriva ett specifikt slumpmassigt métfel for att kunna anses vara allmangiltig.

Nu aterstar det praktiska problem att rdkna ut vantevardet < p2> av den kvadrerade

residualen fran endast ett(!) sampelvérde {p}z. Det motsvarar att bestdmma medelvérdet

av endast ett tarningskast, vilket verkar omojligt. Matematiskt blir variansen av en sadan
skattning ‘odndlig’, vilket uttrycker denna omdjlighet. Den avgérande skillnaden som

anda gor det mojligt att ge en bra skattning av <p2> ar att p(r) ar en vektor och inte en
skaldr (som tarningens utfall). Forutsatt att p(r) ar nagorlunda ergodisk [22], &r det

forvantade vérdet <p2(r)> over upprepade matningar ungefar detsamma som medelvérdet

over narliggande (g) punkter, I :|F - r| < ¢. | sa fall kan digital lagpass (LP) -filtrering
over r ersatta ensemblemedelvardet,

("))~ LP({o] )= Ty 420 1o () @)
|
Har ar h, filtrets impulsrespons. Med explicit lika filtrering framat och bakat ovan har
filtrets tidsfordrojning, eller fasfel helt eliminerats. Ett lagpass-filter utan rippel som
inkluderar runt 20 sampelvérden, dvs & ~ 20- |rk+1 - rk| kan vara lampligt. | projekt har ett
andra ordningens Butterworth-filter med normerad gransfrekvens @, ~ 0.05 anvants med
gott resultat. Risken med att filtrera for hart &r forstas att < p2> blir alltfor utsmetad for att
kunna uppldsa detaljer korrekt dar modellen lokalt har stora fel, typiskt vid horn, kanter

och andra diskontinuiteter. Dar kan inte heller p(r) vara ergodisk, eftersom det férutsétter
stationaritet, eller likhet 6ver r .

Residualen inkluderas saledes som en expanderad matosékerhet for kalibreringsdata, for
att sedan representeras pa basta satt med den kalibrerade osékra modellen. For det ska
vara mojligt behdvs en hypotes om hur modellen bér uttkas, eller generaliseras till att
kunna inkludera modellfel.

Matfel

En forutsattning for att erhalla kalibreringsdata {HC} ar att vi utfor en faktisk matning.

Den kan aldrig bli helt perfekt utan maste innehalla matfel. En konsekvent kalibrerad
modell bor foljdaktligen dven innefatta métningens imperfektion, precis som residualen
beskriver modellens fysikaliska brister. Darfér behéver den fysikaliska modellen
kompletteras med en matmodell som representerar mojliga matfel.

29



Inom métteknik anvénds oftast multiplikativa och additativa statistiska variabler (a, 3)
for att representera en matoséakerhet som tacker moéjliga matfel. Under det rimliga
antagandet att matfel och modellfel &r okorrelerade, (Sar(x)oH (x,8)) =0, blir utokningen

av den fysiska modellen,
H(x,0)— H(x,0)+a(x)H(x,0)+ B(x), a~F,(0,02) p~F,00?%) .
(67H) > (5°H) +02(H)’ + 07 ’ )

dar fordelningarna Fa,(O, aj ) Fﬂ (0,02) har medelvéarden noll under antagande att

systematiska métfel &r férsumbara. Varianserna Gi , 0'/2, beskriver slumpméssiga matfel.

Oséker modell

Normalt utgar berakningsmodellen fran en fysikalisk modell som inte ar perfekt. For
konsistent kalibrering mot kalibreringsdata sa bor hypotesen for hela berdkningsmodellen
egentligen innefatta ett flertal komponenter:

® Fysikalisk grundmodell(-er), t.ex. CFD-berékningsprogram
® Matfelsmodell

® Residualmodell

Sammantaget motsvarar det en oséker modell — ett nytt huvudkoncept som introducerats
i detta projekt. Den fysikaliska modellen far anses given. Finns det flera alternativa
modeller kan de kombineras i en multi-modell kalibrering, dar viktningen av de olika
modeller &r fria osakra parametrar, vilka kalibreras pa motsvarande satt som 6vriga
parametrar for var och en av modellerna.

En etablerad allman méatfelsmodellen visas i ekv. 28 ovan. Residualmodellen ar svarast att
ansétta. Den maste vara lika generell som den fysikaliska modellen for att inte inskranka
tillampbarheten, dvs vara oberoende av aktuellt kalibreringsfall. Den fysikaliska modellen
kan inte anvandas eftersom residualen beskriver precis det som modellen inte kan
uttrycka. Nagon béttre beskrivning av det observerade finns inte heller, eftersom den i sa
fall redan skulle inkluderats i den fysikaliska grundmodellen. Sammantaget liknar
bestdmningen av residualmodell darfér det generella problemet med att bestdmma en
méatosakerhet. | franvaro av specifik information om residualen kan darfor
residualmodellen ansattas pa samma form som matmodellen. Det &r inte samma sak som
att de ar lika. Med samma form kan de daremot kombineras.

Om de generella matfels- och residualmodellerna har precis samma form, sa blir de inte
heller matematiskt sarskiljbara, eller identifierbara enligt avsnitt Identifierbarhet. Det ar
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ett mindre problem eftersom det inte finns ndgon anledning att sarskilja dem i den
kalibrerade berakningsmodellen. Med samma form kan de kombineras, vilket gor att

(a, B) skalas om, eller renormaliseras, till (52,,5).

Stratifiering
Stratifieringen i metod 2 blir darmed sekventiell:

1. Forst sok basta representation av medelvérde, motsvarande bdsta skattning for
traditionell metodik. Dvs, minimera den samplade residualen

p}={Hc}—(H)={H }-H(Z)W genom att variera vikter W for <.

2. Lagpass-filtrera (LP) den samplade residualen for att skatta dess forvantade varde,

(o = (p*)(r) = LP({p})

3. Matcha hogre statistiska moment for modellensemblens spridning oH (Z) med vikter

~

W . For andra moment med generella delmodeller enligt avsnitt Méatfel och Oséker
modell erhalls, <52H>+ oZ(H) + o5 = <§2HC>+ LP({p?}), vilket ger,

W
[ 3 5%H H(E)W 1] o2 |=(8%Hg )+ LP({o?)). (29)

1<us<m-1

q

2
P

Modelleras o-é : 6125 som sékra hyperparametrar [17], sa kan hela ekvationssystemet i ekv.

29 l6ses med linjér regression. [Har har de redundanta variationerna 6H (m) uteslutits.]

Annealing

| projektet begransades anpassningen av berakningsmodellen endast till variansen for
kalibreringsdata, eftersom [som vanligt] ingen information om varken kovarianser eller
hogre moment fanns tillgangliga [for GEMIX]. Stratifieringen justerar sedan vikterna sa
att modellresultatets medelvéarde och varians dverensstammer sa bra det ar mojligt med
kalibreringsdata och given okalibrerad parameterensemble. Dérefter antas vikterna for
modellensemblen dven galla for parameterensemblen. Bestdms sedan parametrarnas

statistik frin W, ;W , 5 , erhalls en full kovariansmatris.

Annealing, dvs bestdmning av parameterensembler utifran parametrars statistik, ar
identisk med den typ av annealing som anvands vid enkel osdkerhetskvantifiering [23].
Begréansat till forsta och andra statistiska moment kan parameterensemblen direkt
beréknas utifran vald excitationsmatris \V [4], se avsnitt Metod 1: Maximum likelihood
skattning, punkt 6.

Det innebdr att om t.ex. geometrin &ndras blir justeringen helt(!) ok&nd. Den enda sattet att
erhalla en allméngiltig justering ar att kalibrera en residualmodell med enbart generella
konstanter. Exempelvis en residualmodell enligt ekv. 28, fast med sékra parametrar «, 3.
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Utvardering

Foreslagna metoder har dels utvarderats med enkla testmodeller, dels med kalibrering av
CFD-modell mot GEMIX kalibreringsdata. Testmodellerna ger den stora fordelen att det
perfekta resultatet av kalibrering kan bestammas. Det ger den absoluta referens som krévs
for att utvardera kalibreringsmetoderna. Kalibreringen av CFD-modellen &r daremot
avsedd att vara realistisk och sa typisk som majligt, for att kunna pavisa effekten av
kalibrering i ett verkligt fall.

Konsistens

Begreppet konsistens beskriver hur stor andel av alla observationspunkter som det
beréknade osékerhetsintervallet innesluter kalibreringsdata (utan osakerhet). Det
motsvarar i viss utstrackning konsistensbegreppet inom identifiering. For en s.k.
konsistent modell sa a&r motsvarande konsistens nara 100%. Skillnaden har &r att
konsistens blir ett kvantitativt matt. Vid validering mot ett resultat av kalibreringsdata ska
konsistensen motsvara tackningsgraden for beraknat resultat, for tillrackligt manga
matpunkter och forutsatt att méatfel i kalibreringsdata inte har alltfér hog korrelation.

Osékerhetsbidrag

Osakerhetsbidragen tillhor tva kategorier:

® Epistemisk osdkerhet beskriver kunskapsbrist om underliggande samband. Det ger ett
okant specifikt modellfel som antas inneslutas inom en generell osékerhet.
Osdkerheten blir darfor avsevart storre &n modellfelet i ndstan alla métpunkter — det
&r priset for att inte kdnna till det specifika felet och samtidigt kréva att nastan alltid
ha rétt, dvs hog konsistens.

® Aleatorisk osékerhet beskriver slumpmaéssiga variationer for sampel av
kalibreringsdata. Det motsvarar den normala férestaliningen om matfel, eller
maétbrus. Precis som for den epistemiska osakerheten sa antas den aleatoriska
osdkerheten innesluta mojliga matfel i nastan alla punkter, typiskt med 95%
konfidens.

For att kunna associera ett perfekt kalibreringsresultat for kalibrering av testmodellerna
inkluderas inte specifika epistemiska modellfel. Istallet beskrivs de av den typ av
osakerhet som anvénds vid kalibreringen for att representera just dessa modellfel.
Epistemisk osakerhet representeras i kaliberingsdata darfér med spridning av en
referensensemble, for samma modellstruktur som senare anvands vid identifiering. Ett
perfekt kalibreringsresultat motsvarar darmed 100% representation av denna osékerhet i
alla matpunkter, dvs identifierad osdkerhet sammanfaller med osékerheten for
kalibreringsdata.

Kalibreringsdata inkluderar normalt endast ett sampelvérde, dvs ett uppmatt resultat i
varje observationspunkt. Till varje sadant véarde associerar vi en matosakerhet, vilken
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omsluter de flesta tankbara matfel. Aven om det innebér miljoner véarden, s motsvarar
kalibreringsdata normalt endast ett ‘sampelvérde’, s som det definieras inom matematisk
statistik. Samplingsvarians ger darfor ett slumpmaéssigt fel i varje matpunkt.
Kalibreringsdata ar alltsa i regel en slumpvektor/-tensor. Slumpmassiga fel undviks i
jamforelser har genom att lata kalibreringsdata innehalla ett stort sampel.

Tackningsintervall

Innebdrden av konfidensintervall och av téckningsintervall &r central, i synnerhet vid
kalibrering av berdkningsmodeller. Tackningsintervall &r en generalisering av
konfidensintervall for observationer, till statistiska modeller och kunskap. Berédkningen
ger ett tdckningsintervall, snarare &n ett konfidensintervall. Konfidensintervallet for
kalibreringsdata ar inget uttalande om ett enstaka sampelvérde. Det uttrycker endast det
forvantade métresultatets variation dver alla mojliga (odndligt antal) repetitioner av
kalibreringsexperimentet. Det &r inte alls ekvivalent med att berdknade och uppmatta
resultat ar konsistenta, motsvarande konfidensnivan, i alla observationspunkter. Om t.ex.
felen for kalibreringsdata ar fullstandigt korrelerade, sa far kalibreringsdata endast en(!)
frinetsgrad. Ar daremot kalibreringsdata helt okorrelerade, eller oberoende sé& har
kalibreringsdata lika manga frihetsgrader som antal observationspunkter. Nar
korrelationen for kalibreringsdata gar ner, dkar alltsa informationsméngden. Det &r det
som gor att traditionell identifiering (metod 1) ger sékrare skattningar nar kovariansen
minskar. Beskrivs okénd kovarians som ingen kovarians, enligt normal praxis, fyller det
saledes pa med mycket(!) information som inte existerar.

Sampelstorlek kalibreringsdata

For att kunna bestdmma kalibreringsmetodernas prestanda men &ven vara typisk for
kalibrering valdes en mix av sampelstorlekar. Den epistemiska osakerheten for
kalibreringsdata representerar hela dess population [med deterministisk sampling], medan
endast ett sampelvarde tas av den aleatoriska. Det gor att ‘“medelvardet’® for
kalibreringsdata far ett matbrus, liksom att residualen ar en slumpad vektor, som normalt
vid modellkalibrering.

Testmodeller

Kalibrering av testmodellerna har inte enbart anvants for utvardering, utan har aven varit
ovarderlig for att verifiera och utveckla metod 2 i allménhet. Modellerna har foljdaktligen
framst valts for att kunna illustrera relevanta egenskaper.

Affin modell

Modeller som &r linjara-i-parametrar (affina) ar ofta en naturlig utgangspunkt for
osakerhetskvantifieringsmetoder. Bade studerade metoder 1 och 2 blir for affina modeller
helt felfria. Iterationerna ska darfor konvergera i endast ett steg. Kalibering av affina
modeller ger darfor en mycket bra kontroll men pavisar dven skillnader mycket tydligt.

1 Medelvarde for den epistemiska osakerheten, men ett sampelvarde for den aleatoriska osakerheten.
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Konvergensen under iteration maste dock studeras med icke affina modeller, se nedan. |
detta fall valdes den affina modellen,

H(x,0)= 6, +8,sin(x)+6,x° + j. (30)

Den epistemiska osékerheten for kalibreringsdata representeras av referensensemblen,

1.1 05 1.1 05 0.8 03 0 0
Teer =| 07 07 03 03| =(#)=|05| cov(@)=| 0 02 O | (31)
1.1 07 07 11 0.9 0 0 02

Bada metoder 1 och 2 klarade det grundlaggande kravet pa konvergens i ett steg for
kalibreringsdata utan métbrus, « = =0, men med full representation av

modellosikerhet. Konsistensen var alltsa 100% , dvs berdknade resultat och
kalibreringsdata var helt identiska.

Med relativt starkt additivt métbrus var(s)=(0.2)° blev det dock stor skillnad pa

osakerheterna, medan medelvardena alltjamt var oskiljaktiga, se Fig. 5. Notera att for
metod 1 minskar osakerheten for basta skattning av modellen nar métbrus adderas!

Mer stérningar i kalibreringsdata ger sakrare(!) skattning med traditionell identifiering.

For metod 2 ar det precis tvartom. Utéver modellosékerhet sa representeras dven matbrus.
Modellosékerheten blir da hogre med mer storningar i kalibreringsdata. Anledningen till
att inte allt matbrus representeras fullt ut, &r att residualfiltreringen jdmnar ut och minskar
de extrema felen, vilket underskattar motsvarande osékerhet. Anpassningen av den
kombinerade matfels- och residualmodellen till den filtrerade residualen visas i Fig. 6.

Det kan verka orimligt att bli mer séker pa sin slutsats (modell) nar informationen den
grundar sig pa blir mer osaker. Det ar anda begripligt utifran vad som menas. Att bli mer
saker pa skattningen av modellen med metod 1 betyder inte att den ar béttre, inte heller att
denna osédkerhet avspeglar osékerheten for kalibreringsdata. Osakerheten refererar inte till
nagot annat &n just bestamningen av skattningen. Konkret sa 6kar forstas variansen for
kalibreringsdata med tillagg av matbrus. Det medfor att osakerheten for modellen 6kar
med metod 2, vilken endast tar variansen i beaktande. Det mest vasentliga bidraget for
metod 1 &r dock att korrelationerna for kaliberingsdata minskar. Modellen far det svarare
att reproducera mojliga variationer (osékerhet) i kalibreringsdata. Det &r just denna
‘styvhet’ som ger lagre osékerhet. De Gkade kraven pa modellens anpassning &r en
konsekvens av att informationsmangden ¢kar nar kovariansen minskar p.g.a. matbrus.
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Fig. 5. Identifiering av affin modell med metod 1, maximum likelihood (éverst), samt metod
2, stratifiering och annealing (nederst).

Anledningen till att metod 2 ger en hogre osékerhet for kalibrerad berdkningsmodell, &n
for kalibreringsdata ar dess samplingsvarians. Det finns ju endast en realisering av
kalibreringsdata. En hel uppsattning kalibreringsdata skulle inneburit mer information och
béattre bestdmning, dvs lagre osakerhet for modellen efter kalibrering. ‘Kostnaden’ for att
inte ha en stor uppséattning kalibreringsmatningar ar saledes skillnaden mellan ‘ref’ och
‘mdl’ i Fig. 5 (nederst). Omvégen till ett resultat via modellen bor ju 6ka osakerheten, ifall
information om populationen av kalibreringsdata gar forlorad, som i detta fall.
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Residualfilteringen visas i Fig. 6 nedan. Eftersom modellen i ekv. 30 redan har en additiv
parameter blir brusmodellen ej identifierbar: Métbruset var(e)=0, var(4) som hér endast

ar additivt kommer dérfor att helt kunna representeras av var(6,).

0.3 T T
= Raw
=LP:Butter [n wc]=2 0.05
— Noise model: 0.0e+000 0.0e+000
0251 ol
o2r l ﬂ
“a 015 1
ot | ‘
-\\
005 ‘ ﬂ \
R 1
AW “N
D " T . . T LR
0 0.2 04 0.6 0.8 1

Fig. 6. Residualfiltrering for metod 2, stratifiering och annealing.

En intressant aspekt ar hur det totala antalet observationspunkter paverkar
kalibreringsresultatet for metod 1, se Fig. 7 ddr m =10,100,1000 . For metod 2 bestdms

inte modellens formaga att representera kalibreringsdata av antalet jamforelsepunkter,
forutsatt (som har) att korrelationer mellan fel i olika punkter inte beaktas. Fér metod 1
minskar dock osakerheten, dvs representationsformagan med antalet punkter:

Ju mer kalibreringsdata av samma kvalitet, desto sékrare(!) skattning med traditionell
identifiering. Genom att endast lagga till matpunkter kan skattningen for metod 1 saledes
bli obegransat(!) saker.

Det kan verka logiskt ur ett matematiskt statistiskt perspektiv pa slumpmassig sampling att
mangden information dkar med antalet observationer [8]. Kvaliteten for kalibreringsdata
blir emellertid inte hogre lokalt i varje enskild punkt, bara for att flera punkter undersoks.
Eftersom var referens(kalibreringsdata) egentligen inte blir béttre, tillkommer inte ndgon
vasentlig information.

Att modellens osakerhet minskar med antalet punkter for kalibreringsmetod 1 beror pa
kravet att modellera korrelationer for kalibreringsdata. Nar antalet punkter 6kar, sa okar
antalet kovariansbidrag mycket snabbare &n antalet variansbidrag. Modellen far darfor allt
svarare att anpassa sig efter alla krav. Till slut ‘fryser’ skattningen av modellen helt fast
och blir helt saker — oberoende av hur bra den faktiskt ar. Att vara saker &r
uppenbarligen inte alls samma sak som att ha ratt.
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Fig. 7. Identifiering av affin modell med metod 1, for olika antal (M :10,100,1000)
kaliberingspunkter och var(H )= 0, vid franvaro av matbrus (a = 8 = 0) och kovarians

COV(HC ) — 0 for kalibreringsdata. Det senare &r ett normalt antagande vid kalibrering.
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Chirp modell

Ordet “chirp’ syftar pa en harmonisk signal med okande eller minskande frekvens. | detta
fall 6kas frekvensen med ett kubiskt beroende,

H(x,6)=sin(6,+6,X )+ 5. (32)

Kalibreringsdata genererades med en parameterensemble av typ Hadamard [23],

ZREF=(O'43 -0.17 0.43 —0.17j,:><0>:(0.13} COV(H):[os 0) (33)

1.06 106 0.66 0.66 0.86 0 02

For de studerade kalibreringsmetoderna finns det tva mycket vasentliga aspekter med just
olinjéritet-i-parametrar:

1. Konvergens. Iterationen kan konvergera till en fix ensemble, divergera eller kanske
oscillera mellan olika ensembler. Resultatet kan ocksa bli en icke optimal
parameterensemble, ifall iterationen fastnar i ett lokalt minimum.

2. Representation. Modellens formaga att beskriva information kan starkt reduceras om
den baseras pa en approximativ surrogatmodell, t.ex. linjariserad modell.

Forenklat har vardera studerad metod en av dessa aspekter som sin akilleshal. Den
traditionella metoden 1 anvander ofta linjariserad surrogatmodell. Konvergensen under
iteration syftar endast pa medelvérdet av parameterensemblen, vilket medfor
konvergensproblem liknande Newton-Raphsons metod [21]. Franvaro av konvergens i sig
ar inte ett problem, daremot kan resultatet bli icke-optimalt. Aspekt nr 2 ovan blir darfor
det huvudsakliga dilemmat fér metod 1.

Metod 2 kan forflytta hela parameterensemblens alla medlemmar individuellt i varje
iteration. Justeringar blir darfor avsevart mer avancerade an for metod 1, eftersom det
finns manga frihetsgrader i ett sadant ‘moln’ av parameteruppséttningar. Skulle molnet av
nagon anledning bli “tillplattat” genom projicering i ett plan, forsvinner frihetsgrader som
kanske skulle vara anvandbara i en senare iteration. Det skulle i sa fall forsamra den
kalibrerade modellens representation. Darfor kan det vara vasentligt att inte forandra
parameterensemblen for mycket i borjan, nar optimum ligger langt ifran dess aktuella
konfiguration.

For att finna bésta tdnkbara och férhoppningsvis globalt optimala ensemblen kan det
kravas insikt och talamod. Skulle den kalibrerade ensemblen inte vara optimal blir
representationen bara lite sémre &n nddvandigt, men kan likval vara béattre an fore
kalibrering. Konvergerar metod 2 sa ar dess representationsformaga dverlagsen metod 1
eftersom den varken kraver fullstandig information eller ndgon surrogatmodell for att
propagera osékerheten.
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Ett mycket enkelt sétt att identifiera olinjéritet &r att berakna modellens s.k. scent £ [4],
eller ‘lukt’ pa svenska,

¢(x)=(H(x,0)), ~H(x,(6),)= H(xZ)-W —H (x,=-W). (34)

Hér ar W viktvektorn som bestammer det forvantade resultatet. Scent &r illustrerad i Fig.
8. Daremot galler inte det omvanda, dvs franvaro av scent betyder inte att modellen &r

linjar, som ¢ (1.5)~ £(1.9)~ 0. Skulle £(x)=0 for alla vérden p& x &r det dock mycket
osannolikt att modellen &nda skulle vara olinjar-i-parametar 6.

—<h(x, £)>
=—h{=x, £=)
—C(x.X)

0.5

0 0.5 1 1.5 2

Fig. 8. Scent g’(x) for chirp testmodell i ekv. 32.

Identifiering av Chirp-modellen med metod 2 visas i Fig. 9 nedan, fran den ursprungliga
(PRIOR="Fore’) till den kalibrerade (POST (-erior)="Efter’) berdkningsmodellens resultat.
Representationsgraden ar som synes hdg for bade medelvarde (Mean) och
standardavvikelse (Std).

Kalibrering med metod 1 gav dock ett annorlunda resultat, se Fig. 10. Aven i detta fall
minskar osakerheten for skattningen nar kovariansen for kalibreringsdata satts till noll
(nederst). Det bor betonas att dess primara anpassning av medelvarde &ven kréaver en bra
fordelning/spridning av ensemblen, vilken aterspeglas i visad standardavvikelse. Om den
skulle vara dalig sa kan inte basta skattningen bli bra. Férhoppningsvis ar spridningen sa
liten att begrénsningen till linjérisering i metod 1 &r ovasentlig. Det motsvaras av
forsumbar scent. Det verkar dock inte vara fallet hér eftersom representationen av
medelvardet ar tamligen dalig dar scenten ar hog, jamfor Fig. 10 och Fig. 8. Konvergensen
var emellertid battre for metod 1 &n metod 2.

Detta illustrerar de forvantade egenskaper som namnts ovan.
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Fig. 9. Identifiering av chirp modell (ekv. 32) med metod 2, start-(éverst) och slut-(underst)
resultat i 200 méatpunkter.
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Fig. 10. Identifiering av chirp modell (Ekv. 32) med metod 1, maximum likelihood.
Antagande om kalibreringsdata med (6verst) och utan (underst) kovarians, for 200
matpunkter.
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GEMIX

En fullskalig kalibrering utférdes aven for en relevant CFD-modell. Kalibreringsdata
tillhandaholls av laboratoriet GEMIX vid Paul Scherrer Institutet i Schweiz, inom ett
jamforelseprojekt organiserat av OECD [1]. For detta fall anvéndes ca 660 observationer
for kalibrering, och runt 220 for validering. Notera att kalibreringspunkterna kan
begransas till ett urval av alla tillgangliga observationspunkter. Urvalet bor vara
representativt for vad som dr mest intressant men dven testa modellen pa ett adekvat satt.
Ar det berdknade faltet mycket stort, kan ett mindre urval vara nddvandigt, dock inte i
detta fall.

Alla berakningar, inklusive 10-talet iterationer utfordes under ett fatal minuter pa en ca 5
ar gammal normalpresterande persondator. Det som ar mest kravande ar hanteringen av
regressionsmatriser. Troligtvis kan den effektiviseras mangfalt, liksom hardvaran. Totalt
sett ar darfor bedomningen att bada kalibreringsmetoder har tillrackligt hog effektivitet for
storskalig anvandning, dven for mycket kravande berédkningsmodeller med manga
parametrar.

For detta realistiska fall finns forstas inget “facit” for att kontrollera att metoderna fungerar
pa allra basta satt. Darfor ar det omojligt att bestimma om representationsgraden ar
begransad av modellen eller kalibreringsmetoden. Konsistensen &r daremot enklare att
utvérdera eftersom den beskriver hur ofta forutsédgelsen inte motsags av kalibreringsdata.
Genom att 6ka osdkerheten kan 100% konsistens alltid uppnas (i varje fall med generell
brusmodell), dock till ett forvantat hogt pris av en alltfér hdg osakerhet. For att undvika
detta bor konsistensen ligga néra tdckningsgraden. Med expansion till approximativt 95%
tackningsgrad, far alltsa en perfekt kalibrering konsistensen 95%.

Kalibrering 0 — Start

En rimlig startensemble X, valdes, se avsnitt Startensemble, och en ursprunglig

modellensemble H(Z,) berdknades. Den inkluderade alla tre testerna, N320-N337-N339,

med beréknad flodeshastighet i tvérled (y), nedstroms langs roret i vardera matpunkt (x).
Kalibreringsdata inkluderade totalt 660 flodeshastigheter sammanstéllda i en vektor.

Medelvérden och standardavvikelser for modellen H g o , Samt kalibreringsdata H .

med standardavvikelse (std) JJvar( Hc ) bestamd fran angiven méatosakerhet med

antagande om tackningsfaktor &r sammanstéllda i Fig. 11. Samma resultat &r for tydlighets
skull &ven uppdelat i de fem olika positionerna (kolumner), fér de tre olika testfallen
(rader) i Fig. 11-M (medelvérde) och Fig. 11-S (std).

Uppenbarligen 6verskattas osékerheten (‘Std”) ganska kraftigt av CFD-modellen for den
ursprungliga parameterensemblen, i detta forsta steg som direkt motsvarar enkel
osakerhetskvantifiering baserad pa hypotes snarare an observation. Ofta ar Fig. 11. ett
slut-resultat som ska forutsaga ett rimligt tdckningsintervall for de aktuella métningarna

H. . Det ursprungliga tackningsintervallet skulle emellertid ge en konsistens pa endast ca
14% enligt Fig. 12. | genomsnitt skulle endast ett matresultat av sju vara konsistent med
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beréknade resultat. Det kan tyckas forvanande eftersom ‘Std’ samtidigt dverskattas
kraftigt (Fig. 11). Problemet &r att den relativt sett stora residualen dverstiger aven den
kraftigt Overskattade osékerheten, samt att denna residual normalt helt ignoreras vid
osakerhetskvantifieringen. Det ar knappast forvanande eftersom det kréavs kalibreringsdata
for att beddoma residualens storlek. Kalibrering tycks darfor vara nodvandigt for att
anvanda CFD-modellen pa ett trovardigt satt. Den stora fragan blir da om residualen till en
basta skattning kan minskas s mycket att osakerheten dominerar. Det &r namligen kravet
for att konventionell kalibrering (metod 1) ska lyckas.

StratAnn OverSampl -- Target: Flow Velocity Best estimate
14 T T T T T

Mean

04 1 1 1 1 1
100 200 300 400 500 600
Sample index, RMSE mean: 0.034954
StratAnn OverSampl -- Target: Flow Velocity Standard deviation

0.008 T T 1 . T
0.006
2 0.004
0.002

100 200 300 400 500 600
Sample index, RMSE std: 0.034489

Fig. 11. Ursprungliga berakningsresultat for CFD-modellen H ;o5 , mot GEMIX H.. .
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Fig. 12. Ursprunglig konsistens for CFD-modellen H. o, , mot GEMIX H...
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Fig. 11-S. Kalibrering 0 - Start:

Standardavvikelse for uppmatt (bla) och beraknad (gron) flodeshastighet:
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Kalibrering 1

Forsta kalibreringen med metod 1 ger en mycket stor reduktion av prediktionsosékerheten
std(H osr ) enligt Fig. 13. Den hamnar l&ngt under métosékerheten std(H.. ), vilket ar
jamforbart med resultatet i Fig. 5. Eftersom antal matpunkter &r tdmligen hogt, blir
reduktionen med normalt oberoendeantagande om matfel, dvs cov,, J.(Hc)z 0, betydande.

Det 6verensstammer &ven med resultatet i Fig. 7.

Forbattringen av det bésta skattningen som kalibreringen ger 6kar konsistensen, samtidigt
som den laga osakerheten (std) minskar densamma till blygsamma 26.5%, se Fig. 16.

Forsta kalibreringen med metod 2 ger daremot en mer mattlig reduktion av
prediktionsosakerheten std(HPOST) enligt Fig. 14. Samma resultat ar for tydlighets skull
aven uppdelat i de fem olika positionerna (kolumner), for de tre olika testfallen (rader) i
Fig. 14-M (medelvérde) och Fig. 14-S (std). Mét- och residualmodellen &r exkluderad i
Fig. 14 for att lattare kunna se hur mycket av osakerheten som representeras. Analysen for
att bestimma mat- och residualmodellen som visas i Fig. 15 ger en konsistens pa 88% for
metod 2 enligt Fig. 17. Nagot lagt men betydligt battre an for metod 1 (Fig. 16).

MaxLikeHood -- Target: Flow Velocity Best estimate

04 1 L 1 L 1 1
100 200 300 400 500 600
Sample index, RMSE mean: 0.034954
MaxLikeHood -- Target: Flow Velocity Standard deviation
0.008 T T T T T

0.006

0.004

0.002

100 200 300 400 500 600
Sample index, RMSE std: 0.03378

Fig. 13. Kalibrering 1, metod 1. CFD-modellen H mot GEMIX H.. .
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StratAnn OverSampl - Target: Flow Velocity Best estimate
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Fig. 14. Kalibrering 1, metod 2. CFD-modellen H mot GEMIX H_ . Mét- och

residualmodellen (vz) ar exkluderad for battre jamférbarhet.

Residual squared and excess uncertainty model
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Fig. 15. Kalibrering 1, residualanalys for metod 2: Mét- och residualmodell
vi =0} +0o’H 2(X) anpassas mot filtrerad (fLP) kvadrerad residual p°.
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Fig. 16. Kalibrering 1, metod 1. Konsistens for CFD-modellen H s, mot GEMIX H.. .

StratAnn OverSampl -- Residual included
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Fig. 17. Kalibrering 1, metod 2. Konsistens for CFD-modellen H,,s; mot GEMIX H...
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Uppmatt (bl&) och beraknad flddeshastighet fore (grén) och efter (rod) kalibrering:
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Fig. 14-S. Kalibrering 1, metod 2:

Standardavvikelse for uppmatt (bla) och beraknad flodeshastighet,

fore (gron) och efter (réd) kalibrering:
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Kalibrering 2 — Slutgiltig

Den andra kalibreringen med metod 2, stratifiering och annealing visade sig ge bast
resultat av alla fyra genomforda upprepningar av kalibreringen. Resultatet redovisas i Fig.
18. Den forvantade stromningshastigheten forandrades knappt alls fran kalibrering 1,

Horior = Hpost - Det betyder att modellensemblen befinner sig néra en fixpunkt,
forhoppningsvis den globalt optimala.

Representationsgraden av standardavvikelse (Std) var ocksa forvanansvart hog (Fig. 18,
nederst), med tanke pa CFD-modellens relativt stora och komplexa residual. Slutresultatet
visas dven uppdelat i de fem olika positionerna (kolumner), for de tre olika testfallen
(rader) i Fig. 18-M (medelvérde) och Fig. 18-S (std).

StratAnn OverSampl -- Target: Flow Velocity Best estimate
1.4 T T T T T

Mean

0-4 1 1 1 1 1 1
100 200 300 400 500 600

Sample index, RMSE mean: 0.03051 == 0.029871

StratAnn OverSampl -- Target: Flow Velocity Standard deviation
0.007 T T T T

0.006
0.005
0.004
0.003
0.002
0.001

Std

100 200 300 400 500 600
Sample index, RMSE std: 0.029877 == 0.027973

Fig. 18. Kalibrering 2, metod 2. CFD-modellen H mot GEMIX H_. Mét- och

residualmodell (vz) ar exkluderad for battre jamférbarhet.

Né&r modellensemblen réknas om for den kalibrerade parameterensemblen i forsta
kalibreringen &ndras den p.g.a. att metoden inte forutsager (H ) forandringarna helt
korrekt eftersom surrogatmodell ﬁ(x, Z) anvands for oversamplingen, dvs

H(x, 20 )= H(x 58 )= H(x, 28)oq ) trots att 8 = 3@ . Forskjutningen mellan

PRIOR *
H(x, 2%, ) i Fig. 14 och H(x,2)r ) i Fig. 18 &r ett matt p& hur bra metoden ar pa att
forutsdga dess foreslagna forflyttning av parameterensemblen. Den andra kalibreringen
med metod 2 korrigerar for felet nér hela modellensemblen réknas om. Mét- och
residualmodellen ar exkluderad for att lattare kunna se hur mycket av osékerheten som
representeras. Residualanalysen for att bestdmma denna modell visas i Fig. 19. Den ger en
konsistens pa 96% for metod 2 enligt Fig. 20, mycket nara det uppskattat ideala (95%).
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Fig. 19. Kalibrering 2, residualanalys fér metod 2: Mét- och residualmodell
vi =0} +0oiH 2(X) anpassas mot filtrerad (fLP)kvadrerad residual p°.

StratAnn OverSampl -- Residual included
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Fig. 20. Kalibrering 2, metod 2. Konsistens for CFD-modellen H,,i; mot GEMIX H.
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Fig. 18-M. Kalibrering 2, metod 2:
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Fig. 18-S. Kalibrering 2, metod 2:

Standardavvikelse fér uppmatt (bld) och beraknad flodeshastighet,

fore (gron) och efter (rod) kalibrering:
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Parameterensemble (kalibrerad)

Utgangspunkten for kalibreringen var modellens ursprungliga parameterensemble,

C

"

C,,:
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Den slutgiltigt kalibrerade modellen bestdms av parameterensemblen,
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Parameterstatistik (kalibrerad)

Modellens ursprungliga statistik fore kalibrering gavs enligt Fig. 4 av:

0.0868
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1.0000
(6)=|0.4100 |,
0.7500
1.0000
1.0000
c,:((24-10°f 0 0 0 0
C.: 0 0.149? 0 0 0
o 0 0 (67-10°f 0 0
cov(@)= K 0 0 0 (4.89.10°F 0
oy 0 0 0 0 (0.0870)
U 0 0 0 0 0
Kin - 0 0 0 0 0
Modellens statistik efter kalibrering ((X 2 )uv =X, , i?=-1):
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or:| 1.102-10° i6.474-10° i3.476-10° i7.628-10"*
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Korrelation parametrar (kalibrerade)
Hur starka beroenden &r mellan olika kalibrerade parametrar beskrivs av

korrelationsmatrisen, har bendmnd X ((X.eY),, = X, -Y,,).

cov(9)=TIT".e X,
dar

c,:( 1.000 0.220 -0.687 0.372 0588 -0.761 -0.601

C.,: 0220 1000 0.206 0.211 -0.188 -0.415 -0.438
o,:| -0.687 0206 1.000 0.005 -0.765 0.674 0.362

X= K: 0372 0211 0.005 1000 -0.090 0.035 -0.784 (38)
o;:| 0588 -0.188 -0.765 -0.090 1.000 -0.607 -0.233

uy:l -0.761 -0.415 0.674 0.035 -0.607 1.000 0.494
kn:\ -0.601 -0.438 0.362 -0.784 -0.233 0.494 1.000

Dessa [starka] korrelationer motsvarar den forkunskap som CFD-modellens ekvationer
beskriver i abstrakt form. Att uppskatta dessa pa annat satt ar genom kalibrering ar mycket
komplicerat. Korrelationer mellan parametrar ar emellertid mycket viktiga vid
osékerhetskvantifiering. Dérfor krévs kalibrering for att kunna ange en trovardig osakerhet
for modellens resultat som representerar experimentella observationer.
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Validering

En slutgiltig kontroll av kalibreringen bor alltid géras med en validering mot
kalibreringsdata som inte anvants vid identifieringen. | detta fall har testfallet N318 valts
for validering i benchmark-projektet for GEMIX experimentet, se avsnitt GEMIX
kalibrering och Fig. 3.

Giltighet

Val av valideringsfall kan emellertid knappast anses helt korrekt eftersom det &r alltfor
lika kaliberingsfallen. Valideringsfallet kan namligen aterskapas exakt(!), dvs geometri,
randvillkor etc. genom interpolation mellan de tre kalibreringsfallen. Darfor blir
valideringsdata starkt beroende av kalibreringsdata, vilket inte kan anses acceptabelt. Med
andra ord bryter valideringen mot kravet pa att vara avvikande men ha en likartad
experimentell design som kalibreringen. Det ska garantera ett sa oberoende test som
mojligt, for att pa ett sa fullstandigt satt som majligt kunna utvérdera kalibreringens
effekt.

Med aktuellt valideringsfall blir det dessvarre l6nsamt att justera modellens resultat i varje
observationspunkt, for att reproducera systematiska modellfel som ar specifika for
kaliberingsfallen men i 6vrigt saknar allman giltighet. Denna justering gjordes ocksa av
deltagare inom GEMIX-projektet, som beskrivet i avsnitt Traditionell justering inom
GEMIX-projekt. Vid konventionell systemidentifiering krdvs det namligen att residualen
inte far ha nagon signifikant tvarkorrelation med insignalen [7], vilken i detta fall far
Overséttas med kalibreringsdata. Detta villkor kan dock aldrig vara uppfyllt for modeller
med systematiska residualfel, vars auto-korrelation redan gér dem inkonsistenta i
konventionell mening. Det intr&ffade mycket riktigt for kalibreringen av CFD-modellen
med metod 1.

Utvardering

Forutségelserna av forbattringar i varje kalibrering har generellt 6verskattats nar
Oversamplingens modellensemble beréknats med surrogatmodeller. Det har upptackts nar
den kalibrerade parameterensemblen senare berdknats med den fulla modellen i nésta
iteration. Darfor har sannolikt forbattringen dverskattas aven med den slutgiltiga
kalibreringen visad i Fig. 18. En direkt jamforelse med ursprunglig och kalibrerad
ensemble for valideringsfallet visas i Fig. 21. Det illustrerar den totala effekten, dvs.
nyttan av kalibreringen utan modellapproximation i nagon form.
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Validation -- Target: Flow Velocity Best estimate
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Sample index, RMSE std: 0.0087229 => 0.0017612

Fig. 21. Validering av ursprunglig H,z och slutkalibrerad H,,; CFD-modell mot
GEMIX H_, for testfall N318.

Den basta skattningens RMSE (Root Mean Square Error) minskar endast fran 0.0436 till
0.0388 (Fig. 21 dverst), vilket antyder att den ursprungliga fysikaliska deterministiska
modellen i stort sett &r s& bra den kan vara. Att pragmatiskt justera [24] parametrarna med
kalibrering ger relativt marginella vinster. Berakningsmodellens osékerhet &ndras daremot
mycket (Fig. 21 nederst). Representationen verkar acceptabel dven for valideringen, bade
for medelvérde och standardavvikelse.

Konsistensen forblir darfor mest en fraga om hur residualen hanteras eftersom den ar sa
dominerande i relation till standardosékerheten (std). Speciellt om den tillats inga i
berdkningsmodellens osakerhet som i metod 2, eller inte som i metod 1. Enligt Fig. 22 och
Fig. 23 innebér kalibrering i detta fall en mindre justering fran 92% till 94% for
valideringen (mot 96% for den slutgiltiga kalibreringen enligt Fig. 20).
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Fig. 22. Konsistens for ursprunglig CFD-modell H,,q; mot GEMIX H_, enl. metod 2.

StratAnn OverSampl -- Residual included
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Fig. 23. Konsistens for slutkalibrerad CFD-modell H, s mot GEMIX H_, enl. metod 2.
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Slutsats

Tva olika metoder for kalibrering av berakningsmodeller har studerats. Bada &r iterativa
med successiva forbattringar av deterministiskt bestdmda modellsampel. Den forsta
metoden baserades pa traditionell bésta skattning av en modell med maximum likelihood-
teknik. En hypotes stalls fore kalibrering om modellstrukturens absoluta riktighet, vilken
inte testas forran i valideringen. Den andra metoden bygger pa ett helt nytt angreppssatt
med s.k. osdkra modeller. De ska pa basta satt beskriva vad som anses vara kant fran ett
kalibreringsexperiment, bade forvantat resultat och forvantat fel i form av osakerhet. Till
skillnad mot metod 1 stélls inga hypoteser om modellens riktighet. Modellstrukturen &r
istallet endast en bas i vilken kunskap fran kalibreringen uttrycks, eller representeras. Den
begransning som anvandningen av modellen innebar utgor deterministisk férkunskap, som
reducerar antagna osakerheter pa motsvarande satt som Bayes metod reducerar osakerhet
med statistisk forkunskap.

Metod 1 foreslogs fore projektet och har varit en viktig referens for utveckling av metod 2.
Enkla testmodeller har anvants for att studera skillnader mellan metoderna och vad dessa
innebar: Anvéandbarhet, effektivitet, forvantad grad av konsistens vid prediktion med
kalibrerad modell, tolkning av osikerhet och hur systematiska fel kan inkluderas. Aven
hur och varfor kalibrerade modeller inte blir godkénda vid validering har undersokts.

Ett antal nya begrepp och tekniker sdsom t.ex. konsistens och representationsgrad har
inforts for att beskriva egenskaperna for metod 2. Bestamningen av sampelvikter for
metod 2, s.k. stratifiering, har justerats i ett flertal steg till att slutligen blivit baserad pa
dversampling av modellen for att finna dess optimala justering. Acceptabel konsistens
uppnas aven for modeller med stora systematiska fel genom att inkludera residualen i
osdkerheten. Unikt ar ocksa att inkludera det oundvikliga felet i kalibreringsdata som
kalibreringsmatningen bidrar med. En vetenskaplig detaljerad publicering ar planerad.

Kalibreringsmetoderna har testats pa en CFD-modell med kalibreringsdata fran GEMIX
experiment som anvénts for s.k. benchmark i osékerhetskvantifiering inom ett OECD
projekt. Sammanlagt fyra iterationer av kalibreringar genomférdes, samt validering.
Kalibreringen av CFD-modellen for GEMIX-experimentet blev dock huvudsakligen
begransad till en stdrre justering av osékerhet. Orsaken var att modellens systematiska fel
var helt dominerade och att justeringar av modellens fysikaliska parametrar inte kunde
reducera dessa namnvart. Valideringsfallet var alltfor lika kalibreringsfallen for att erbjuda
en bra kontroll. CFD-modellen underkéndes efter kalibrering med metod 1, vilket var
forvantat p.g.a. dess stora systematiska fel som strider mot metodens grundantagande.
Metod 2 gav daremot en godkand modell med rimlig konsistens pa avsett satt, genom att
inkludera residualen i en stor osékerhet. Aven om CFD-modellen blev godkand i detta
fall, kan nyttan med att anvanda den vara begransad med tanke pa dess stora osakerhet.

Sammanfattningsvis fungerade bada kalibreringsmetoderna som avsett, for bade
testmodeller och GEMIX. Modeller kalibrerade med metod 2 far allmant mycket hogre
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osakerhet, eftersom den inte baseras pa de starka antaganden och hypoteser om bade
modellens giltighet och kalibreringsdatas osakerhet som kénnetecknar allman praxis for
metod 1. Metod 2 &r tvartom speciellt konstruerad for att vara forlatande mot systematiska
modellfel som i praktiken &r svara att undvika vid avancerad modellering, simulering och
berékning. Darfor bedoms potentialen for metod 2 vara avsevért storre an for metod 1.
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